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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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KURAMI YAKLASIMI

Cahit DEDE

Ankara Universitesi
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Danisman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Bu calismada, yogunluk fonksiyonelleri kurami kullanilarak Bose-Einstein Yogusmasi
olay1 incelenmistir. Once Bose-Einstein yogusmasmin tanitildig: ¢alismada, hem ideal
hem de etkilesen bozon gazlarinin taban durum &zelliklerinin incelenmesi igin
kullanilan yaklasimlar sunulmustur. Son yillarda 6zellikle deneysel ¢aligsmalarda giincel
olan bozon-fermiyon karigimlarinin fiziksel 6zelliklerinin incelenmesinde yogunluk
fonksiyonelleri kuraminin nasil kullanilabilecegi tartisilmis ve bozon-fermiyon
karigimlarimin taban durum 6zelliklerinin hesaplanmasina imkan verecek Kohn-Sham
denklemlerine benzer bir denklem takimi olusturulmustur. Bu denklemler sayisal olarak

¢oOziilmiis ve son boliimde elde edilen sonuglar tartisilmistir.
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In this study, density functional theory is employed to investigate the Bose-Einstein
condensation phenomena. First we give a brief description and history of the
Bose-Einstein Condensation. Then we discuss the methods employed to obtain the
ground state properties of both ideal and interacting bose gases. We present a possible
method for the application of the density functional theory to investigate the ground
state properties of boson-fermion mixtures, which is a popular subject of recent
experimental studies. A Kohn-Sham like coupled set of differential equations were
obtained for these systems. We numerically solve these set of differential equations and

discuss the results obtained.
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1. GIRIS

Bose-Einstein yogusmasinin, ilk olarak 1996°da bildirilen ve daha sonra hizla artan
deneysel gozlemleriyle birlikte Bose-Einstein yogusmasi 6zellikle son on yildir hem
deneysel hem de teorik acidan son derece aktif bir aragtirma alani haline gelmistir. Bir
anlamda kuantum siireglerinin makroskopik bir gozlemi olarak degerlendirilebilecek
olan Bose-Einstein yogusmasmin hem bilimsel alanda hem de teknoloji
uygulamalarinda olduk¢a 6nemli gelismelere bir taban olusturacagi umulmaktadir. Bu
calismada, Bose-Einstein yogusmasina ugramis sistemlerin ¢esitli fiziksel 6zelliklerinin
hesaplanmas1 amaciyla, 6zdes ¢ok parcacik sistemlerinin incelenmesinde oldukca etkili

bir yontem olan yogunluk fonksiyonelleri kurami kullanilacaktir.

Bu amagla oOnce, Bose-Einstein yogusmast tanitilarak kisaca Bose-Einstein
yogusmasinin tarihgesi verilecek ve Bose-Einstein istatistigi ile Bose dagilimi
sunulacaktir. Bunun arkasindan, deneysel olarak Bose-Einstein yogusmasinin elde
edilmesi ¢aligsmalarinda kullanilan yontemlerin temel prensipleri ve uygulanma sekilleri

sunulacak ve kullanilan araglar kisaca tanitilacaktir.

Uciincii  boliimde ideal bir bozon gazinin diisiik sicakliklardaki davranist ve
termodinamik Ozellikleri ele alinacak, yogusmanin gézlenmeye basladigi kritik sicaklik
civarinda gazin davranisi incelenecektir. Daha sonra, parcaciklar arasi etkilesimlerin de
g0z Oniine alindig1 durumda zayif etkilesimli seyrek sistemlerde yogusmanin yapisini ve
dagilimimi tanimlayan Gross-Pitaevskii denklemi verilecektir. Gross-Pitaevskii
denklemi, Gross (1961) ve Pitaevskii (1961) tarafindan ayr1 ayr1 ve farkli yaklagimlarla
elde edilmistir. Gross-Pitaevskii denklemi sadece seyrek gazlar igin gegerli oldugundan
bu teorinin daha yogun gazlara nasil genisletilebilecegi de tartigilacaktir. Son boliimde,
yogunluk fonksiyonelleri kurami kullanilarak Bozon-Fermiyon karigimlarinin
incelenebilmesine olanak saglayacak olan Kohn-Sham denklemlerine benzer
denklemler takimi tiiretilerek bu denklemlerin Bozon-Fermiyon karigimlarinin

ozelliklerini incelemek tizere nasil kullanilabilecegi de ele alinacaktir.



1.1 Bose-Einstein Yogusmasi (BEC) Nedir?

Bose-Einstein yogusmasinin fizigini anlamak i¢in klasik ve kuantum gazlarinin fiziksel
davraniglarina yakindan bakmak gereklidir. Bilindigi gibi gaz, basit anlamda, uzayda
serbestce hareket edebilen molekiil veya atomik parcaciklardan olusur. Gazlar klasik ve
kuantum gazlar1 olarak iki smifta incelenebilir. Yeterince yiiksek sicakliklarda tiim

gazlarin davranisi klasik olarak tanimlanabilir.

Bir gazi olusturan molekiiller arasindaki ortalama mesafe goreceli olarak biiyiiktiir ve
yalnizca zayif etkilesirler. Herhangi bir anda bu molekiil toplulugunun yalnizca ¢ok
kiiciik bir pargasi ¢arpigsmalar yoluyla birbirleriyle giiclii etkilesimlere girerler. Normal
sartlar altinda molekiiller arasindaki ortalama uzaklik 30 A° mertebesindedir bu da bir

molekiiliin ¢apinin 10 kat1 kadardir.

Molekiiller aras1 kuvvetler zayif Van der Waals kuvvetleridir. Herhangi bir anda bu
molekiiller birbirlerinden molekiil ¢caplarindan daha biiyiilk mesafelere uzaklastirildigi
anda bu etkilesimin biiyiikliigii, molekiillerin aralarindaki uzakligin altinct kuvvetiyle
hizli bir sekilde diiger. Yeterince diisiik yogunluklarda ise gaz molekiilleri birbirleriyle

oldukea zayi1f etkilesirler.

Molekiiller arasi etkilesimin potansiyel enerjisi, molekiiler hareketin kinetik enerjisi
yaninda ihmal edilebilecek kadar kiigiik oldugu durumda sistem ideal gaz olarak
adlandirilir. Yeterince yiiksek sicakliklarda bdyle bir gazi temsil eden boliisim
fonksiyonu ve dolayisiyla gazin serbest enerjisi, Maxwell-Boltzmann istatistigi olarak

da bilinen, klasik istatistik mekanige uygun olarak elde edilebilir.

Yeterince yliksek sicakliklarda tiim gazlarin davranisi klasik olarak tanimlanabilir.
Klasik gazlarda kuantum etkilesimlerinin olmadigr kabul edilir. Ancak, diisiik
sicakliklara dogru gidildiginde, pargaciklarin ayirt edilemezliginden kaynaklanan

kuantum etkileri ortaya c¢ikmaya baslar. Temelde bu klasik limiti belirleyen

2
pargaciklarin A, :1/27;2 ifadesi ile verilen termal de Broglie dalga boyudur. Burada
m
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h Planck sabiti, & Boltzmann sabiti ve m parcaciklarin kiitlesidir. Goriildiigii gibi 7
sicakligi azalirken A, artar. Termal de Broglie dalga boyu ile parcaciklar arasi mesafe

ayni mertebede oldugu zaman kuantum etkileri ortaya ¢ikmaya baslar. Bu etkilerin

belirgin olmaya basladig1 klasik kuantum ge¢isinin sinir1, p pargacik sayisi yogunlugu

olmak iizere, pA, <<1 seklinde ifade edilebilir.

Klasik limitin gegerli olabilmesi i¢in kuantum mekanigine gére momentumu p olan bir

parcacifa eslik eden de Broglie dalga boyu A, molekiiller aras1 ortalama serbest yolla

karsilastirildiginda mutlaka kii¢iik olmalidir. Eger molekiiller aras1 mesafe ¢ok biiylik
ise pargaciklarin de Broglie dalgalar1 yeterli Olglide girisim yapamazlar. Bu tip
parcaciklar Newton mekanigine uyarlar. Fakat parcaciklarin de Broglie dalga boylari
molekiiller arasi ortalama serbest yola yakin veya esit biiyliklikteyse bu dalgalar
arasinda girisim ortaya ¢ikar ve bu limit asildiginda kuantum etkileri 6nem kazanir.
Gazi olusturan parcaciklar arasinda, 6rnegin bir metalin serbest elektronlar1 veya sivi
Helyum atomlarmin birbirleriyle etkilesmelerinde oldugu gibi, kuantum etkileri baskin

hale geliyorsa bu tiir gazlar kuantum gazlari olarak bilinir.

Kuantum etkilerinin baskin oldugu bir gazin fiziksel davranigin1 anlayabilmek igin
kuantum istatistigi bakis agisindan girilebilir durumlarin sayisini1 ve 6zelliklerini bilmek
gereklidir. Bilindigi gibi kuantum mekaniksel agidan bakildiginda birbirinden ayirt
edilemeyen parcaciklarin bulundugu c¢ok pargacikli bir sistemin toplam dalga
fonksiyonu, pargaciklarin yer degistirmesine gore ya simetrik ya da antisimetrik
olmalidir. Pargaciklarin dalga fonksiyonunun simetrik ya da antisimetrik olmasini

parcacigin sahip oldugu spin belirler. Dalga fonksiyonu antisimetrik olan parcaciklar bir

seviyede en fazla tek bir pargacik olacak sekilde yerlesebilirler. Spini %, %, % gibi

bucuklu olan parcaciklar bu kurala uyarlar ve fermiyon olarak adlandirilirlar.
Fermiyonlar Pauli disarlama ilkesine gore ayni kuantum diizeyinde bulunamazlar. Bu
siniftaki parcaciklarin istatistiksel davranisi ile ilgili teori Fermi ve ondan bagimsiz
olarak Dirac tarafindan gelistirilmistir ve Fermi-Dirac (FD) istatistigi olarak bilinir.
Elektron, pozitron, proton ve ndtron bu siniftaki bazi pargaciklardir. Ote yandan, dalga

fonksiyonu simetrik olan parcaciklar ayni seviyede ¢ok sayida parcacik olacak sekilde

3



yerlesebilirler. Spini 0, 1, 2 gibi tam say1 olan parcaciklar bu kurala uyarlar ve bozon
olarak adlandirilirlar. Bozonlarin istatistiksel davraniglari Bose ve Einstein tarafindan
incelenmistir ve Bose-Einstein (BE) istatistigi olarak adlandirilir. Ornegin 7 ve K

mezonu, foton ve fonon bu sinifa dahildir.

Simdi yogusma (condensation) olayinin nasil meydana geldigini gostermek icin kiitlesi
sifirdan farkli bir bozon gazinin fiziksel davranisini ele alacagiz. Bir bozon gazi, toplam
spini bir tam sayiya esit olan atomlardan olusmustur. Bozonlar, fermiyonlarin tersine
Pauli disarlama ilkesine uymazlar. Bu ¢ok carpicit bir durumdur ve onemli fiziksel
sonuclara yol agmaktadir. Bu durumu anlamak i¢in bozon gazinin diisiik sicakliklardaki

davranigina yakindan bakmak gereklidir. Bir bozon gazi igerisinde &, enerjili seviyede

bulunan bozonlarin sayisini (#, ) veren dagilim fonksiyonu,

1
= R (1.1

bagintisiyla verilir. Burada g sistemin kimyasal potansiyelidir. Sistemdeki tiim

pargaciklarin sayisi ise,

1
N=2 ey (12)
seklindedir. Serbest bir gaz i¢in enerji durumlar1 yogunlugu ise,

Vor(2m)''?
3

g(&)de = &' de (1.3)

olur. (1.2) bagintisinin integral formunu dikkate alarak (1.3) bagintisin1 yeniden

yazarsak toplam parcacik sayisini,

V2x(2m)? ¢ &%de
- 8 PlE)

N (1.4)

0



elde ederiz. (1.4) bagintis1 sicaklik degistiginde parcacik yogunlugunun sabit kalacagini
ifade eder. Fakat sicaklik distiriildiigiinde (1.4) bagmtisinin sag tarafinin sabit

kalabilmesi, yani parcacik sayisinin korunabilmesi i¢in kimyasal potansiyelin sicaklikla

artmasi gerekir. Sicaklik diiserken 4 daima artar ancak |,u| kiigiiliir. Oyleki, u artarken

belli bir kritik sicaklikta sifir olmasi gerekir. Dolayisiyla, bahsedilen kritik sicaklik 7,

4 =0 durumunda (1.4) bagintisindaki integral ile tanimlanir. Bu kritik sicakliin altina
inildiginde Bose-Einstein dagilimina gore iist seviyelere yerlesemeyen biitiin bozonlar
en diisiik seviyeye toplanirlar. Bu durum diisiik sicakliklarda bozon gazinin hal
degistirecegine (faz gecisi) acikca isaret eder. Ancak kritik sicakligin altindaki

durumlarda (1.4) bagintis1 taban durumunda bulunan parcaciklarin sayisini yansitmaz.

Gergekte, kritik sicakligin Ustlindeki sicakliklarda taban enerji durumundaki, yani

enerjisi ve momentumu sifir olan pargaciklarin sayisi,

Ny =—— (1.5)

kadarken diger enerji seviyelerinde bulunan pargaciklarin sayisi ise

_y 2x(2m)** ¢ &'7de

N.9>0 h} eﬂ(gfp) _ 1

(1.6)

0
seklindedir. Sonug olarak toplam parcacik sayisi (1.5) ve (1.6) nin toplama ile

3/2 © 1/2
1 N V2r(2m) ' de (1.7)
e—ﬂ/l -1 h3 Ble—n) -1

o €

seklinde verilir.

Bozon gazlann i¢in 7, kritik sicakliinin TUstlinde, integral taban durumundaki
parcaciklarin sayisini da igerir ve kimyasal potansiyel (1.4) bagintisinda verildigi
gibidir. Fakat kritik 7, sicakliginin altinda kimyasal potansiyel sifira gider. Kritik
sicakligin altinda enerjisi sifirdan farkli pargaciklarin sayisi (1.6) bagintisindan x =0

secilerek integral hesaplandiginda,



(1.8)

elde edilir. Sonug olarak N_,/N oram toplam parcacik sayisi iginde enerjisi & >0

olanlarin kesrini verirken kalan parcaciklarin,
N T 3/2
L =1- (—] (1.9)

kesri de, en diisiik enerjili duruma yerlesmis olan, enerjisi ve momentumu sifir olan
parcaciklarin kesrini verir. Kritik sicakligin istiinde taban durumundaki pargaciklarin
sayist ihmal edilirken sicaklik gecis sicakliginin altina disiiriildiigiinde pargacik sayist
cok hizla biiyiir. Taban enerjisine ulasan pargaciklarin enerjileri ve momentumlari sifir
olur. Boylece faz gecisi gerceklesmis olur. Bu sekilde pargaciklarin taban enerji
durumunda toplanmasina Bose-Einstein Yogusmas: adi verilir. Bozon gazinin
yogusmasi klasik bir buharin yogusmasindan oldukca farklidir. Ancak, buhar ile bozon

gazinin yogusmast arasinda bazi benzerlikler de vardir. Ornegin T < T,de BE gazinin

basinct doymus buhar basincinda oldugu gibi hacmine degil sicakligmma baghdir.
Yogusmanin en 6nemli fiziksel sonucu, sistemde bulunan tiim bozonlarin ayni taban
enerji durumuna ulasarak tek bir parcacik gibi davranmasi seklinde 6zetlenebilir. Oysa
fermiyonlarin ayni kuantum durumunda bulunmalari Pauli disarlama ilkesine gore

olanaksizdir, fermiyonlar bu 6zelliklerini diisiik sicakliklarda da korumaktadirlar.
1.2 Bose-Einstein Yogusmasinin Tarihgesi

Yirminci ylizyilin basinda, termal elektromanyetik 1s1manin kuantum dogasi en ¢ok ilgi
¢ceken konulardan birisiydi. Bu konu Max Planck’in 1sitilan cisimlerden yayilan
radyasyonun spektral dagiliminin, yalnizca yayilan radyasyonun enerjisinin ayrik enerji
durumuyla agiklanabilecegi seklindeki kesfiyle ateslenmisti. Planck’in bu diisiincesi
Einstein’1 yayilan 1s1ma enerjisinin daha sonralar1 foton adi verilecek kuantumlu enerji

paketleri seklinde olmasi gerektigi fikrine gotlirmiistii.
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1924 yilinda Hintli fizik¢i S.N. Bose, klasik elektrodinamik sonuglara hi¢ bagvurmadan
tamamiyla istatistik tartigmalar kullanarak fotonlar i¢in Planck dagilim yasasinin
tiiretilebilecegini gosterdigi bir makale yolladi. Einstein bu makalenin 6énemini hemen
kavradi ve makaleyi Almancaya g¢evirerek onun yaymlanmasini sagladi. Hemen sonra
kendisi de bu konu iizerinde ¢alisarak bozonlarin kuantum teorisini gelistirdigi iki ayr1
makale yayinladi. Bose’un fotonun kiitlesiz pargacik olmasi nedeniyle fark edemedigi
bir fiziksel durumu Einstein fark etmis ve birbirleriyle etkilesmeyen bozonlarin toplam
sayilarinin korunmasi sartiyla diisiik sicakliklarda bir faz gecisi gostermesi gerektigini
vurgulamisti. Boylece Bose-Einstein istatistigi dogmus oldu ve bu faz gecisi de
Bose-Einstein yogusmast (condensation) olarak adlandirildi. Ancak ¢ok uzun zaman

boyunca higbir fiziksel olayin bdyle bir davranis ortaya koyacagi bilinmiyordu.

Oysa helyum izotopunun (He') sivi fazimin sasirtict sekilde siiperakiskan oldugu
H. Kamerlingh Onnes tarafindan 1911 yilinda bulunmustu. Ancak 1938 yilinda
F. London bu siiperakiskanligin  helyum atomlarmin bozon karakterinden
kaynaklanmas1 gerektigini ileri siirdii. Bu tez bozon olmayan ve su an bildigimiz
sekliyle Fermi-Dirac istatistigine uyan He® izotopunun siiperakiskan &zelligi
incelenerek desteklenmek istendi. Fakat yine beklenen olmadi. Her iki izotopun
stiperakigkan davranisi ile klasik akiskanlarin fiziksel 6zellikleri arasinda higbir iliski

kurulamamusti.

Siiperakigkanlarin siirtlinmesiz bir sekilde akisi ile diisiik sicakliklarda bazi metallerde
gozlenen direngsiz yiikk akimi arasinda iliski kuruldu. Metallerde elektrik akiminin
higbir direngle karsilasmadan akis1 siiperiletkenlik olarak adlandirildi.  Ancak
siiperiletkenlik  davramis1  ¢ok  diisik  sicakliklarda elde  edilebiliyordu.
Bardeen et al. (1957) simdilerde siiperiletkenligin BCS teorisi olarak bilinen
stiperiletkenlik teorisini gelistirdiler. Bu mikroskobik teori, metallerin elektronlar
arasinda etkilesimlerin fononlar araciligiyla gergeklestirildigini varsayiyordu. Aslinda
Ginzburg ve Landau (1950) yilinda zaten boyle bir fenomonolojik teori dnermislerdi.
Fakat bu teorinin pratik bir uygulamasi bulunamadigindan teorinin Oneminin

anlasilmasi i¢in uzun bir slirenin gegmesi gerekmisti.



Normalde elektronlar Fermi-Dirac istatistigine uyarlar fakat siiperiletken gecis
sicakliginin altinda olusan “Cooper Ciftleri” olarak da bilinen elektron ¢iftleri bozon
parcaciklart gibi davranirlar ve bu durum Bose-Einstein yogusmasina benzer bir
durumun ortaya ¢ikmasina yol agarlar. BCS teorisine gore, spinleri ve momentumlarinin
biiyiikliikleri esit fakat yonelimleri zit iki elektron Frohlich etkilesimi olarak bilinen,
fonon etkilesimi aracilifiyla bir sistem olustururlar. Metalik Orgiiniin bir elektronun
hareketine tepki siiresinin kisitlanmasi yiiziinden ve elektron fonon etkilesiminde
momentumun korunmasinin gerekliliginden dolay1 iletim elektronlarinin yalnizca bir
boliimii ¢iftlenme siirecine katilabilirler. Tipik bir siiper iletkende bir ¢ift yaklagik 10°
adet Cooper c¢ifti ile korelasyon yapar. Bu sekilde ¢cok yogun iist-liste binme olay1, metal
icinde hareket eden diger elektron ¢iftleri arasinda kuvvetli korelasyonlarin dogmasina
yol agar ve tiim iletim elektronlar1 kollektif olarak hareket ederek siiperiletken durumu

yaratirlar.



2. BOSE-EINSTEIN YOGUSMASI iLE iLGIiLi DENEYSEL CALISMALAR

2.1 Diisiik Sicakhiklarda Yapilan Calismalar

1908 yilinda Hollanda’l fizik¢i Heike Kammerligh Onnes -269°C (4,2 K) sicakliginda
helyumu sivilagtirmayr basarmistir. O zamana kadar 77 K sicakligina sivi azot
kullanilarak ulagmisti. Onnes'in bu basarisindan sonra 4 K sicakligina inebilmek igin
sivi helyum kullanilmaya baglanmisti. Kinetik teoriden bilindigi gibi atom ve
molekiillerin 0 K (-273,15°C) sicakliginda hareketleri, donme ve 6telenmeleri durur. Bu
cok diisiik sicakliklarda maddeler degisik 6zellikler gostermeye baslar. Bu 6zelliklerden
ilki Kammerligh Onnes'in 1911 yilinda kesfettigi "baz1 maddelerin kendine 6zgii bir
sicakligin altinda direnglerinin sifira diismesi" yani siiperiletkenlik olayidir. Genelde 1yi
iletken olmayan bazi iletkenlerin sivi helyum sicakliginda siiperiletken olduklari
gdzlenmistir. Ayrica ¢ekirdeginde iki proton ve iki nétronu bulunan He' izotopunun
olusturdugu akiskan 2,18 K’lik bir sicaklikta siirtinmesiz akiskanlik (stiperakigskanlik)

gibi bir 6zellik gosterir.

Ancak, Bose ve Einstein tarafindan dngoriilen atomik bozon gazlarindaki faz gegisi cok
daha dusiik sicakliklar gerektirir. Mikrokelvin mertebesinde diisiik sicakliklar gerektiren
Bose-Einstein yogusmasinin deneysel olarak acik bir sekilde gerceklestirilmesi, bu
ylizden ¢ok uzun bir zaman almistir. Peki, bu kadar diisiik sicakliklara inebilmek igin

neler yapilabilir?

Bunun i¢in 151k 1sinlarindan faydalanilir. Isik 1sinlarindan, daha ¢ok nesneleri 1sitmak
icin faydalanilir. Lazerler s6z konusu olunca metalleri kesmek, kaynak yapmak ya da
plazma 1sitmak bilinen uygulamalardan bazilaridir. Ancak 1sitma oOzellikleri bizi
sasirtmayan giliglii lazer 1smnlarinin, evrenin en soguk gazlarinin olusturulmasinda
kullanilmalar1 beklenen bir olay degildir. Bu konudaki ilk ¢alismalar, sogutma
diisiincesinden ¢ok, spektroskopik caligmalardaki kesinligi artirma hedefine yonelik

olarak, atomlar1 yavaglatmay1 amacglamaktadir.



Isigin  mekanik bir etkisinin olabilecegi diisiincesi, 17. yiizyila kadar uzanir.
Johannes Kepler 1619'da kuyruklu yildizlarin kuyruklarinin neden hep gilinese ters
yonde uzadigi sorusuna yanit ararken, 1518in mekanik bir etkisi olabilecegini One
siirmiistiir. Isik basinci kavramina katkilar, 1873'te James Clerk Maxwell ve 1917'de
Albert FEinstein tarafindan saglanmistir. Einstein, fotonlarin atomlar tarafindan
sogurulmasi ya da salinmasi durumunda atomun dogrusal momentumunda degisme
olacagin1 goOstermistir. Foton momentumunun 6nemli bir rol oynadigi ilk deney,
X-1ginlarinin  elektronlarca sagildigt  Compton Etkisi deneyidir. 1923'te ise,
C. T. R. Wilson tarafindan, bir gaz odasinda elektronlarin 151k tarafindan geriye
sacilmast gozlenmistir. Atomlarin fotonlar tarafindan sacilmasi deneyi ise O. R. Frisch
tarafindan 1933'te gerceklestirilmistir. Frekansi ayarlanabilir boya lazerlerinin 1966'da
P. P. Sorokin ve F. P. Schéffer tarafindan gelistirilmesiyle 1s181n mekanik etkisinin daha
derin bir sekilde arastirilmasi olasiligi dogmustur. Yiiksliz atomlar iizerinde 15181
etkisinin aragtirildig1 ilk kuramsal caligmalar, 1970'te ABD Bell Laboratuarlarindan
A. Ashkin, ve Sovyetler Birligi'nden V. Letokhov tarafindan yiiriitiilmiistiir. Ashkin ve
Letokhov lazer 1sinlarinin odaginda atomlarin tuzaklanmasini 6nererek, canli hiicrelerin
tuzaklandig1 ilk "optik cimbizlar" yapmislardir. Ancak gercek anlamda atomlarin
yavaglatilmasina iliskin ilk deneyler Héinsch and Schawlow (1975) tarafindan
yayimlanan iki sayfalik bir makaleye dayanmaktadir. Bu makalenin, yepyeni bir
arastirma alan1 acacagini ilk bakista gormek kolay degildir (Hadnsch and
Schawlow 1975). Bu makalede, bilgisayar modelleri, karmasik integraller ya da kismi
diferansiyel denklemler yoktur. Dayandig1 iki kaynaktan biri; A. Ashkin tarafindan
kaleme aliman "Hareket halindeki bir atomun bir elektromanyetik alan igerisinde,
sacilma kesit alanlarmin kuantum mekaniksel hesaplanmasi" g6z ardi edilirse,
matematiksel olarak sadece birkag satirlik dort islem vardir. Ancak fiziksel olarak 6neri,
son derece 6zgiin ve degerlidir. Temel olarak Doppler etkisinin iizerine kuruldugu igin,
daha sonra bu kurama dayanarak yapilan deneylere "Doppler Sogutmasi deneyleri" ismi

verilmistir.

Doppler etkisi hemen hemen her giin gozledigimiz bir etkidir. Sabit bir hizla hareket
eden bir motorlu tasitin sesini, yerdeki bir gdzlemci, hareketin yoniine bagli olarak

farkl algilar. Tasit yaklasiyorsa ses daha tiz (yiiksek frekansli), uzaklasiyorsa daha bas
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(disiik frekansli) algilanir. Schawlow'un kurguladig: diizenekte, iki enerji diizeyli bir
atom diisliniilmektedir. Bu atom, gecis frekansinin biraz altinda frekansa ayarlanmig bir
lazerle aydinlatilir. Eger, atomun lazere dogru bir 6telenme hareketi varsa, Doppler
etkisinden oOtiirli, lazer 1s1mnin1 rezonans frekansina yakin olarak algilar. Bu durumda
atom, bir foton ve bu fotonun momentumunu sogurarak uyarilmis iist enerji seviyesine
gecer, ayn1 zamanda da yavaslamis olur. Elektron kisa bir siire sonra kendiliginden alt
enerji diizeyine gecerken, atomun yaydigi1 foton herhangi bir yonde hareket edecektir.
Dolayisiyla, istatistiksel olarak, yayilan fotonun atoma aktaracagi ortalama otelenme
hiz1 sifirdir. Boylece lazer 1sin1 kaynagina dogru belirli bir hizla hareket eden atom
yavaglatilmis olur. Ancak, zit yonde hareket ediyorsa, yine Doppler etkisinden &tiirii
rezonanstan uzaklasir; bu durumda lazer 1sin1yla etkilesmez. Atomun iki zit yonde, bir
lazer ciftiyle aydinlatilmasi saglandiginda, atomlarin yavaslamasi ve gazin sogumasi
beklenir; ¢iinkli atom hangi yonde hareket ederse etsin, o yonden gelecek 1s1n tarafindan
yavaglatilmis olur. Hiansch ve Schawlow bu yontemin smirmi hesapladiklarinda iki
diizeyli atomda bu alt smir1 240 x4 K (I u K=10°K) olarak bulmuslardir. Buradaki
zorluk, atom yavasladikga Doppler kaymasiyla ulasilan rezonans kosulundan da
uzaklagilmasidir. Ancak V. Letokhov, "frekans civiltis1" ismini verdigi yontemle, bu
zorlugu asmistir. Daha sonraki yillarda, bu yontemin, boya lazerlerine gore daha az

elektronik kontrol gerektiren diyot lazerleriyle gerceklestirilmesi de saglanmistir.

Maddeyi olusturan atom ve molekiiller ¢ok hareketlidirler. Atom ¢ekirdeklerinin
cevresindeki elektronlarin 151k hizina yakin hareketlerini ve atom-alti pargaciklarin
hareketleri hi¢ géz Oniine alinmasa bile, tek basina ya da gevresindeki diger atomlardan
uzak ve lizerinde 151k yardimiyla gesitli dlglimleri hassas bir sekilde yapmaya olanak
tantyan yavaslikta bir atom ve molekiiller grubu bulmak normal kosullarda miimkiin
degildir. Oda sicakliginda hava molekiilleri ortalama 4000 km/h hiz ile hareket ederler.
Bu atom ve molekiiller iizerinde spektroskopik gozlemler yapmak, bu hizla hareket
ettikleri siirece, ¢ok kesin sonuglar vermeyecektir. Bu durumda atomlar1 sogutmak
gerekir. Ancak atomlar gaz halindeyken sogutulunca Once sivi, sonra da kati hale
gecerler. Oysa Bose-Einstein yogusmasi i¢in atomlar yavas ve gaz halinde olmalidirlar;
¢linkii s1v1 ve katilarda atomlar birbirlerine ¢ok fazla yaklasarak birbirleriyle etkilesirler.

Bu durumda ¢ok az gaz atomunun vakuma yerlestirilip, sogutulmas1 gerekir. Ancak bu
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kosulda bile, (6rnegin -270 °C’de) atomlarin hizlar1 400 km/h’den fazladir. Sadece
-273,15 °C’ye yaklasildik¢a, yani mutlak sifir cevresinde atomlarin hizlar dikkate deger

Olclide azalir. Hidrojen atomlar igin sicaklik sadece 14K ise, atomlar saniyede 25 cm,

ya da saatte 1 km hizla hareket ederler.

2.2 Lazerle Sogutma

Lazer 15181 tek renkli ve es fazli milyarlarca fotonun yer aldigi bir 1s1n demetidir. Bir
lazeri siradan bir 151k kaynagindan ayiran en 6nemli 6zellik budur. Bir bilardo topu (A),
duran bir bagka bilardo topu (B) ye carparsa A yavaslar hatta kiitleleri esitse durur. B ise
hizlanir. Ancak her ikisi de hareketli iken A, B ye carptiktan sonra gelirkenki hizindan
daha biiyiik bir hiza sahip olarak geri yansirsa B yavaglamis olacaktir. Bu momentum
korunumundan ileri gelir. Ayn1 mantik lazerle atomu yavaslatmak icin kullanilirsa ayni
kuantum durumunda bulunan milyarlarca fotonun olusturdugu lazer 1s1n1 sogutulmak
istenen atoma gonderildiginde atomu yavaslatabilir. Burada ilk kosul, gonderilen
fotonlarin atomlarla etkilesmelerinin ardindan gelis enerjilerinden daha biiyiik enerjiyle
geri sagilmis olmalaridir. Bu ylizden lazer 1s18inin frekansi yani enerjisi buna gore
ayarlanmalidir. Bu yolla maddeler mutlak sifirin (0 K) milyarda bir derece iizerine kadar
(nanokelvin mertebesine kadar) sogutulabilirler. Ikinci kosul ise lazer 1s131nNn
frekansinin iginden gececedi maddenin atomlarinin enerji diizeyleri arasindaki farkla
uyumlu olmasidir. Boyle olmazsa atomlar bu 1s18a tepki vermezler ve fotonlar atomlar

tarafindan sogurulmadan gecip gider.

Eger atom, 1smna dogru hareket ediyorsa ve i1smmin atom tarafindan sogurulmasi
isteniyorsa, 1s1in duragan bir atom i¢in gerekli olan frekanstan biraz daha diisiik bir
frekansa sahip olmasi gerekir. Uyarildiktan sonra, yiiz milyonda bir saniye gibi bir siire
sonunda, bu uyarilmis atom, 1s1ma yapacaktir. Atomun isimasindan sonra, bu foton
akisindan yeni bir foton tekrar sogurulabilir. Eger her yonden uygun frekansa sahip
fotonlar geliyorsa, atom hangi yone hareket ederse o yonden gelen fotonlarca
yavaglatma etkisi uygulanacaktir. Deneysel zorluklar1 asmak icin, SSCB'den
V. Letokhov'un "frekans civiltis1" yOntemine secenek olarak, ABD'den
"Zeeman yavaslaticis1" yontemi Onerilmistir. Frekans civiltist yonteminde belli atom
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gruplar1 hedef alinir, frekans degismelerinin lazer 1sinlarina uygulanmasiyla atomlar
gruplar halinde yavaslatilir. Bunun i¢in frekanslar1 genis bir aralikta ayarlanabilen boya
lazerleri ve diyot lazerleri kullanilir. Zeeman yavaslaticis1 yontemi, ABD Ticaret
Bakanligi Ulusal Standartlar ve Teknoloji Enstitiisii'nden (NIST), Dr. William
D. Phillips ve Herold Metcalf tarafindan teklif edilmistir (Metcalf and Phillips 1987).
Bu yontem, atomlarin hareket yonii boyunca degisen bir sarim manyetik alaninin
kurulmasina dayanir. Manyetik alana bagli olarak ortaya ¢ikan atomun enerji diizeyleri
arasindaki acilma, yani Zeeman yarilmasi kaymalari, sogutma i¢in gerekli olan Doppler

kaymasiyla eslenik olacak sekilde uygulanan manyetik alan ayarlanir.

Bir atomdaki elektronlarin enerji diizeyleri kuantum kuramina gore yalnizca belli
degerler alabilir. Ancak, elektronlarin kendi i¢ 6zellikleri olan spinin alabilecegi belirli
degerlere bagl olarak bir elektronun enerji diizeyi, bir manyetik alan igerisinde farkl
degerler alabilir. Tek bir enerji diizeyi bir ka¢ diizeye boliiniir, bu olaya Zeeman
Yarilmasi1 ismi verilmistir. Bu enerji diizeyi kaymalar1 uygulanan manyetik alanin
bliylikligline baglh olarak degismektedir. Bu yontem Schawlow ve Hinsch'in ilk
yonteminden daha kapsamli disiiniilmistir. 1985'te, o zamanki ismiyle Ulusal
Standartlar Biirosu'nda gorevli W. Phillips ve ¢alisma arkadaslari, Phillips'in, lisansiistii
ogrencisiyken Massachusetts Teknoloji Enstitiisii'nde (MIT) hazirlamig oldugu aygiti
uygun hale getirerek, ilk kez atomlar1 manyetik tuzaklarda hapsetmislerdir. Ideal iki
enerji diizeyli bir atomun sogutulabilecegi Doppler smiri hesaplandiginda 240 uK
bulunmustur ki bu sicaklik Bell Laboratuarlarinda Steven Chu ve arkadaslar: tarafindan,
biiyiik bir deneysel belirsizlikle de olsa, 1984'te Olgiilmiistiir. Raporlarinda, her biri
birbirine dik ili¢ zit ¢ift lazer 1smminin kesistigi bezelye biiyiikliigiindeki hacimde
(0,2 em’), yiiz bin sodyum atomunun, kuramm 6ngdrdiigii sinira yakin, ancak Sl¢iimde

biiyiik belirsizlikler olmak tizere, 200 uK civarina kadar sogutuldugunu belirtmislerdir.

NIST grubu daha sonra lazer 1sinlarindan birinin daha gii¢lii olmasi durumunda ayni
yonde bir atom grubunun gostermesi beklenen kaymanin ger¢eklesmedigini
gozlemlemistir. Ayrica frekans kaymalar1 gerekenin birka¢ kat altina diistiigiinde,
etkinin ortadan kalkmas1 gerekirken, sistemin daha etkin oldugu da gozlenmistir. Grup,

atomlarin sicakliklarini, lazerlerin kapatilmasindan sonra atomlarin diismesinin izlenip
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oOlgiilecegi yontemle deneyi tekrarladiklarinda atomlarin yergekimi tarafindan, sicakligi
Olcecek sondaya ulagsmaktan alikonulduklarini fark etmistir. Bu aslinda atomlarin
sanilandan ¢ok daha fazla yavasladiklari, dolayisiyla Doppler siniriyla dngdriilenden
daha diisiik sicakliklara ulasildigi anlamina gelir. Buradan beklenmedik bir sekilde
Doppler smirmin da gecildigi soylenebilir. Phillips ve Chu, sicaklik dlgmek iizere

atomlar1 bulacak sondayr biraz daha asagi indirdiklerinde sicakligi 40 x K olarak

Olemiislerdir ve bdylece Doppler sinirinin asildigr kesinlesmistir. Ancak ilk deneyde
atomlar hi¢bir zaman sondaya ulasmamustir. Ciinkii basindan beri deneylerin {izerine
kuruldugu kuram eksiktir. Ancak bu kuramin ¢ok basit olmasi ve orijinal sicakligin
beklenenin 6 kat altinda olmasi, Phillips ve Metcalf’in gruplarini, sicaklig1 ti¢ farkli
yontemle daha 6lgmeye ve diger bilim adamlarindan yardim istemeye itmistir. Yardim
istenen bilim adamlarina sonuglar gonderildiginde ¢esitli tepkiler gelmistir. Bazi bilim
adamlar1 ugragmaktan vazge¢mislerdir. Ancak iki bilim adami laboratuarlarina girerek
deneyi tekrarlamig, sonucglarin dogru oldugunu goérmiis ve iizerinde c¢alismaya
baslamiglardir. Acgiklama Stanford’daki Steven Chu’nun grubundan ve Fransa’daki
Claude Cohen-Tannoudji ve Jean Dalibard grubundan hemen hemen ayni zamanda
gelmistir (Chu 1991 and Cohen-Tannoudji 1990). Gergekte sodyum atomlart Zeeman
yarilmasiyla farkli enerji diizeylerine ayrilir; lazer 1smlart bu diizeylerdeki enerjiden
daha diisiik enerjiyle atomlar1 uyarabilir ve yeni sogutma mekanizmalarina yol agabilir.
Bunlara, kutuplanma farklili§i sogutmasi, ya da Phillips’in kendi deneyinde vermis
oldugu sekliyle “Sisiphos Sogutmasi” adi verilmistir. Phillips, daha sonra Paris

grubuyla ortak caligmasinda, yiiksliz sezyum atomlar1 i¢in 2.5 g K e ulasildigim

belirtmistir.

Doppler sogutmasi mekanizmasi temelde diger sogutma mekanizmalari i¢in de gegerli
olan, “geri sagilma” sinirina da yol agar. Yani Sisiphos sogutmasi ve Doppler sogutmasi
ile birlikte islerken, Doppler sogutmast ayr1 bir sinir daha koyar. Cohen-Tannoudji ve
grubu daha sonra atomik “siyah kuantum durumlari”n1 kullandiklarinda sagilma
limitinin, hem Doppler sogutmasi hem de Sisiphos sogutmasi i¢in bir sinir olusturmast,
en yavas atomlarin bile siirekli sogurma ve 1s1ma durumunda olmasindan
kaynaklandigini fark etmiglerdir. Bu siiregler, gaza kiigiik ama ihmal edilmeyecek hizlar

kazandirip, ortamda belirli bir sicaklik olugsmasina sebep olmaktadir. Daha diislik
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sicakliklara ulasabilmek icin bir sekilde, en soguk gazlarin, optik yavaglatmalarin bu

etkisini hissetmemesinin saglanabilmesi gerekir.

1988-1995 yillar1 arasinda Cohen-Tannoudji ve grubu, duragan bir atomun sogurma
yapmadigi, karanlik kuantum durumlarmin olusturuldugu bir mekanizma ile lazer
sogutmast mekanizmasini birlestirdiklerinde, Doppler etkisinin kullanildigi ve
hareketleri son derecede yavaglatilmis atomlari, yapay olarak olusturulan karanlik
kuantum durumlarina iten bir yontem gelistirmislerdir (Cohen-Tannoudji 1990). Paris
grubu, yontemin bir, iki ve ii¢ boyutta ige yaradigini gostermistir. Biitlin deneylerde geri
sagilma sinir1 44K olan helyum atomu kullanilmustir. Tk deneyde iki zit lazer 1101 bir
boyutlu hiz dagilimi elde etmek i¢in kullanilmis ve geri sagilma sinirinin yarisina
inilmis, dort lazerle iki boyutta yapilan deneylerde sicaklik sinirinin on alt1 kat altina,

0,25 wpK e ulasmistir. Sonunda ii¢ boyutlu yap1 alt1 lazerle kuruldugunda 0,18 wuK e

ulagilmistir. Bu kosullarda helyum atomunun hizi, 2 m/s dir. Bu kadar diisik
sicakliklara ulasilmasi, cok daha farkli alanlarda yeni firsatlarin dogmasina yol agmustir.
Spektroskopideki duyarli Olgiimlerde, atomik saatlerin yiiz kat daha duyarh
yapilmasinda (bu Oncelikle uzaklara yolculuk yapacak uzay araglart i¢in Onemli),
atomik girisim-Olgerlerde, atom optik ve litografisinde, gazlarda ilk Bose-Einstein
yogusmasinin gozlenmesinde yeni olasiliklar belirmistir. Gazlarin lazerle sogutulmasi
deneyi, vaat ettiklerinin yami sira, gercgeklestirilebilir Ol¢eklerde olmasindan Gtiirii,

oncelik kazanan bir deneydir.

15



2.3 Bose-Einstein Yogusmasinin Deneysel Olarak Gozlenmesi

Atomik gazlardaki yogusma calismalari 1980’lerden Once hidrojenle baslamistir.
Hidrojen atomlariyla yapilan deneylerde atomlar once sogutulmus sonra magnetik
alanla tuzaklanip daha sonra da buharlagma ile sogutma (evaporative cooling)
yontemiyle ¢ok diisiik sicakliklara getirilmistir. Bu amagla kullanilan bir manyetik tuzak

Sekil 2.1 ve Sekil 2.2°de gosterilmistir.

compensation

Sekil 2.1 Bozonlarin manyetik olarak tuzaklanmasinda kullanilan deneysel diizenegin sematik
gosterimi (Iofffe Pritchard magnetic trap)
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Sekil 2.2 Bozonlarin manyetik olarak tuzaklanmasinda kullanilan deneysel diizenegin fotografi

Ayrica BEC deneyleri i¢in Almanya’da Max Planck enstitiistinde bulunan bir gurubun

kullandig1 deneysel diizenegin fotografi ise Sekil 2.3°te gosterilmistir.
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Sekil 2.3 BEC deneyleri i¢in kullanilan diizenegin fotografi

Bu aragtirmalar sirasinda ilk incelemede spin kutuplanmis hidrojen rapor edilmistir.
1980 yillarinda lazere dayali tekniklerle, lazerle sogutma ve magneto-optik tuzaklama
gibi teknikler sogutma ve notr atomlar1 tuzaklama i¢in gelistirilmistir. Alkali atomlarin
enerji seviyelerinin yapisi lazere dayali tekniklere oldukga iyi uyarlar. Ciinkii optik
gecisleri mevcut lazerlerle uyarilabilir ve i¢ enerji seviyeleri ¢ok diisiik sicakliklara
kadar sogutmaya elverislidir. Atomlar, dnce magnetik olarak tuzaklanir sonra da
buharlasma ile sogutma yontemiyle daha da fazla sogutulurlar. Lazer ve buharlagma ile
sogutma yontemlerini birlestiren fizikgiler, yogusmanin gerceklesmesi i¢in gerekli olan
cok diisiik sicakliklara inmeyi basarmiglardir. Bu durumlarda sistemin denge hali kati
fazdadir. Ancak yogusmay1 inceleyebilmek i¢in sistemi yeterli bir siire yar1 kararli gaz
fazinda tutmak gerekir. Ug parcacik carpismalari seyreltilmis ve sogutulmus gazlarda
cok nadir oldugundan sistemi yeterince uzun siire gaz fazinda tutmak miimkiindiir.
Yogusmanin gerceklestirildigi rubidyum ve sodyumla yapilan deneylerin yaninda

sezyum, potasyum ve yar1 kararli helyumla da deneyler yapilmaktadir.
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Sivt helyum sicakliklarinda deneysel olarak siiperiletkenligin gozlenmesine benzer
sekilde, lazer sogutmasiyla da Bose-Einstein yogusmasinin seyreltilmis gazlarda
gozlenmesi miimkiin olmustur. Gergi Heé' izotopunun ¢ok disik sicakliklarda
Bose-Einstein  yogusmasi gostererek siiperakigkan Ozelligi gostermesi ve yari
iletkenlerdeki uyarimlarda c¢ok diisiik sicakliklarda yogusmanin gozlenmesi daha
onceleri gerceklestirilmigtir. Ancak her iki durumda da Bose-Einstein yogusmasi fazinin
yan1 sira maddenin ayni zamanda kat1 ya da sivi fazinin da bulunmasindan dolay1

kuantum etkisi ¢evresiyle etkilesmeyen atomlarda gozlenememistir.

1995 yilinin Haziran ayinda National Institute of Standarts and Technology (NIST)’den
Eric Cornell ve grubu, Colorado Universitesinden bir grupla birlikte rubidyum
atomlarin1 100 nanokelvin sicakligina kadar sogutarak Bose-Einstein Yogusmasi olayimni
ilk kez deneysel olarak gozlemlemeyi basarmislardir (Anderson et al. 1995). Calisma
grubu, Massachusetts Teknoloji Enstitiisiinden (MIT) Thomas J. Greytak ve ¢alisma
arkadaslarinin 1980’11 yillarin sonunda gelistirdikleri  buharlastirma ile sogutma
yontemini kullanmistir. Bu yontem atomlarin iki magnetik alan arasinda asili
birakilmalar1 esasina dayanir. Magnetik alan siddetinin azaltilip bir radyo dalgasinin
uygulanmasi, daha sicak (daha yiliksek enerjili) atomlarin magnetik alandan
kaynaklanan doniisleri sirasinda g¢arpigmalarina sebep olacagindan sicak atomlarin
magnetik tuzagin disina ¢ikmalarini, dolayisiyla soguk atomlarin tuzakta kalmasini
saglar. Greytak 1990 yilinda bu yontemi kullanarak hidrojen atomlarin1 100 uK’e kadar
sogutmustur. Ancak magnetik tuzagin ortasindaki delik daha fazla sogutma olmasini
engellemistir. 1994 yilinda MIT soguk atomlari istenen yerde tutmak icin lazerleri
kullanmis. Cornell’in grubu ise tuzaktaki deligi atomlarin ¢ikamayacagi kadar hizh
dondiiren bir magnetik alanla ¢alismistir. NIST grubu sonunda sogutmayi1 1000 katina

c¢ikararak Bose-Einstein yogusmasini ilk gézleyen olmustur (Anderson et al. 1995).
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Sekil 2.4 1995 yilinda rubidyum atomlarinin yogusmasi deneyinden yayilma
metoduyla elde edilen hiz dagilimimin gosterimi

Yukaridaki sekil yogusma sicakliginin biraz iizerindeki bir sicakliktaki rubidyum
gazina karsilik olarak verilmistir. Ortadaki sekil, yogusmanin meydana gelmesinden
hemen sonrasim1 gostermektedir. Sagdaki sekil ise buharlagma ile sogutma etkisi
ortadan kaldirildiktan sonraki yogusmanin bigimini gostermektedir. Kirmizi ile
gosterilen yerler atom yogunlugunun diisiik oldugu, beyazla gosterilen yerler de
atom yogunlugunun en fazla oldugu bolgedir.

Cornell ve arkadaslarinin elde ettigi bu ilk yogusmanin yayilma metoduyla elde edilen
hiz dagilimi1 Sekil 2.4’te gosterilmistir. Sekillerdeki dagilimlarin sicakligl soldan saga
dogru azalmaktadir. ilk sekil yogusma gozlenmeden hemen onceki dagilimi, diger ikisi
ise yogusmanin olustugu durumu gostermektedir. Daha sonra Almanya’da Max Planck
Enstitiisiindeki bir grup tarafindan elde edilen Bose-Einstein yogusmasi ise Sekil 2.5’te
gosterilmistir (Ernst et al. 1998). Sekillerin sicaklik siralamast Sekil 2.4’tekine benzer
sekildedir. ik sekilde yogusma heniiz gergeklesmemisken, ikinci sekilde yogusma olay1
yeni baslamustir. Ikinci sekilde yogusma etrafinda halen giiclii bir termal bulut
gozlenmektedir, son sekilde ise bu termal bulut hemen hemen kaybolmus ve biitiin

bozonlar taban durumda toplanmasiyla neredeyse saf bir yogusma elde edilmistir.
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Sekil 2.5 Bose-Einstein yogusmasinin gosterimi

Burada mavi renk atom yogunlugunun disiik oldugu kirmizi renk ise atom
yogunlugunun yiiksek oldugu bolgeleri gostermektedir.

10 N

Sekil 2.6 Sekil 2.5’teki Bose-Einstein yogusmasi gésteriminin iistten gorinimii
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3. ETKILESMEYEN BOZON GAZLARI

Etkilesen bozon gazlarinin davranigini incelemeden once, harmonik bir potansiyelle
tuzaklanmig, etkilesmeyen bozon gazlarinda Bose-Einstein yogusmasi davranisini
incelemek faydali olacaktir. Bu boliimde etkilesmeyen bozon gazinin denge 6zelliklerini
enerji spektrumunun siirekli olarak ele alindigi yart klasik bir yaklasim icinde
hesaplayacagiz. Bu yaklagimin gegerli olmasi igin sicaklik Ag/k ile karsilagtirilabilir
seviyede olmalidir; burada A¢ komsu enerji diizeyleri arasindaki farki gosterir. Enerji
spektrumunun siirekli olmasi1 yaklasimi ¢ercevesinde, toplamlar yerine integral
kullanilabilir. Bilindigi gibi kritik sicakligin altindaki sicakliklarda, en diisiik enerji

durumu diizgiin bir sekilde agiklanamaz ve denklemlere ayrica eklenmelidir.

3.1 Gegis Sicakhg (7))

Bose-Einstein yogusmasinda gecis sicakligi 7., diisiik enerji durumlarinin makroskopik

sayida pargacik tarafindan iggal edilmesinin ortaya ¢iktig1 en yiiksek sicaklik olarak
tanimlanir. Pargacik sayist N ¢ok biiyiik oldugunda sifir nokta enerjisi ihmal edilebilir

ve boylece en diisiikk enerji ¢, sifira esitlenir. Bu durumda, uyarilmis durumlarda

bulunan toplam parcacik sayisi ¢ enerjisi etrafindaki de aralifinda bulunan durumlarin

sayis1 g(&)de olmak lizere,

N, = [ds g(e)f(2) (3.1)
0
olarak verilir; burada f (&:):ﬁ)1 Bose-Einstein dagilim fonksiyonudur.
e f—

Uyarilmis durumlardaki bu parcacik sayisi, kimyasal potansiyel =0 alindiginda en
yiiksek degere ulasir. Gegis sicakligr 7., pargaciklarin toplam sayisinin kendilerine

uyarilmis durumlarda yeterince yer bulmalar1 durumuyla belirlenir. Bu da;
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es/ch _1

N =N (Tt =0) = [de g(e)—— (3.2)

seklinde verilir. Simdi anizotropik bir harmonik osilator potansiyeli
m
V,.(r) =?(a)fx2 Jra)yzy2 +a)2222) (3.3)

ile tuzaklanmis seklinde bir potansiyel icinde tuzaklanmis bir sistem igin enerji
durumlarinin  yogunlugunu elde edelim. Boyle bir sistem igin tek pargacik enerji

seviyeleri,

Ermn Z(”x +ljha)x +(n +ljha) +(nz +ljha)z 3.4)
x oty sl R 2 y 2 y 2

ifadesi ile verilebilir. Burada (n,,n ,n.) sayilari pozitif tamsayilardir. Verilen bir &
degerinden daha kiiclik enerjili durumlarin sayisint G(¢g) ile gosterelim. G(g)’nin
belirlenmesi icin %@, den ¢ok bilyiik enerjiler i¢in #, nin devamli bir degisken oldugu

ve sifir nokta hareketinin ihmal edildigi kabul edilebilir. Boylelikle, eksenleri

&, = ha,n;olmak iizere bir koordinat sistemi tanimlanabilir ve bu koordinat sisteminde
&=¢, +¢&,+¢&, toplam enerjisinin sabit oldugu yiizey bir diizlem olur. Bu diizlemin

sinirlandirdigi ve koordinat sisteminin ilk oktaninda kalan hacim G(g) ile dogru

orantilidir, bu hacim i¢inde bulunan enerji durumlarinin sayisi,

1 £ &—¢, £-6,-6, 83
g)=—— | de, | de dg, =———
Ge) h3a)xa)ya)z~([ } ;[ g ;[ Ch w00, S

seklinde hesaplanabilir. g(g)=dG/de oldugundan istenen tek parcacik enerji

durumlarinin yogunlugu,
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2
(&)=— o (3.6)
g 21 w,0,0, '
olarak elde edilir. Elde edilen bu ifade (3.2) ifadesinde yerine konulur ve boyutsuz

x = ¢/ kT, degiskeni tanimlanirsa,

(kT ¢, x* 1 ;
= : dx = 3)(KT, 3.7
w00, -0[ e -1 nooo, S GNAT) 3.7)
ile verilir. Burada,
Sla)=) n* (3.8)
n=l1

Riemann zeta fonksiyonudur. Denklem (3.7) deki integral hesaplanirken Bose dagilim

fonksiyonu e in kuvvet serisine agilmistir. Sonug olarak denklem (3.7) den

1/3
KT =N 0.94haN' (3.9)
4©)
sonucu bulunur. Burada @ = ((ox(oy(oz)”3 tic salmim frekansinin geometrik
ortalamasidir.
3.2 Yogusma Orani

Degisim sicakliginin altinda, uyarilmis durumlarda bulunan pargaciklarin sayis1 N ;

*kTY F ¥
= d 3.10
2w .o jxe’c—l (-10)

X7y 7Tz 0

ex

integrali ile verilir. Daha 6nce oldugu gibi integral hesaplanirsa;
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N, = G)UTY G.11)
oo o,

x 7y
bulunur. Bu sonucun parcaciklarin toplam sayisina esit olmadigi agiktir. Ayrica 7, icin

denklem kullanilirsa uyarilmis durumdaki pargaciklarin sayisi,

T 3
N, = N(Fj (3.12)

seklinde yazilabilir. Yogusmus durumdaki parcacik sayisi ise;
Ny(T)=N - N, (T) (3.13)

ile ya da asagidaki bagint1 ile verilir;

T 3
N, —Nll—(?J ] (3.14)

3.3 Yogunluk Profili

Mikro Kelvin sicakliklarinda arastirilan atomlarin soguk bulutlari yaklagik 10 ile 107
degerleri arasinda degisen sayilarda atom igerir. Bir ¢cok nedenden dolay1 bu sistemlere
alisilagelmis diisiik sicaklikl fiziksel teknikleri uygulamak miimkiin degildir. Oncelikle
daha az atom vardir. ikinci olarak sistemler olduke¢a kararsizdir. Bu yiizden baska bir
cisim ile denge icine girmesine izin verilmez. Ugiincii olarak sistemler saniyeler veya

dakikalar mertebesinde Omiirlere sahiptir.

Olgiilebilen niceliklerden birisi, yogunluk profilidir. Bunu yapmanm bir yolu
sogurmaya dayali goriintiilemedir. Atomun bir rezonans frekansindaki 1sik, bir atomik
bulut i¢cinden gegerken sogurulacaktir. Boylelikle sogurulma profilini 6lgerek yogunluk

dagilimi  hakkinda  bilgi  saglanabilir.  Sogurmaya dayali  gorlntiilemeyi
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gerceklestirmeden Once, bulutun biiylimesine izin verilerek uzaysal c¢oziiniirlik,
gelistirilebilir. Bu metodun dezavantaji, 15181n sogurulmasinin atomlarin i¢ durumlarin
degistirmesi ve bulutu O6nemli bir sekilde 1sitmasindan dolayir yikici olmasidir. Bu
durumda zamana bagh olaylarin calisilmasi i¢in her zaman noktasinda yeni bir bulut
hazirlanmas1  gereklidir. Alternatif bir teknik de faz-kontrast goriintiilemenin
kullanilmasidir. Bu yontem, gazin kirilma indisinin kendi yogunluguna bagli olmasi ve
boylece optik yol uzunlugunun 1s18in gectigi ortam tarafindan degistirilir olmasi
Ozelliginden yararlanir. Bulutu gecen bir 151k demetinin fazi kaydirilmis referans bir
demetle girisim yapmasina izin vererek belirlenen optik yol uzunlugundaki degisimler
yogunluk degisimlerine doniistiiriilebilir. Bu metodun avantaji hemen hemen hig yikici
etkisinin olmamasi, bdylece tek bir bulutla zamana bagli olaylarin ¢alisilmasina izin

vermesidir.

Bulutun biiyiimesine izin verildikten sonra parcaciklarin dagilimi, sadece baslangigtaki
yogunluk dagilimia bagli olmayip, ayrica baslangictaki hiz dagilimia da baghdir.

Sonug olarak hem yogunluk hem de hiz dagilimlarinin incelenmesi gereklidir.

Sistemin temel durumunda, tiim atomlar en diisiik tek parcacikli kuantum durumunda

yogunlagirlar ve yogunluk dagilimi n(r) tuzak icindeki tek parcacik i¢in temel durum
dalga fonksiyonunun ¢, (r) seklini alir. Etkilesimsiz pargaciklar icin yogunluk soyle

verilebilir;

n(r) = Njg,(r)| (3.15)

Burada N pargacik sayisidir. Anizotropik harmonik osilator i¢in taban durum dalga

fonksiyonu,

@, (r)= 1 128 2 o 20
(1) =

ﬂ3/4(aaa )1/2

XYz

(3.16)

ile verilir. Burada {i¢ dogrultudaki fonksiyonlarin genislikleri,
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a =—— i=x,,z (3.17)

ile verilir. Eger {i¢ frekans birbirlerine esit olmazlarsa yogunluk dagilimi anizotropik
olur. Momentum uzayinda denklem (3.16) ile uyumlu olan dalga fonksiyonu Fourier

dontistimii yapilarak elde edilebilir.

1 2/2¢2 —plact 27202
- " y —p:l2c:
P CXe P> e pe e (318)

1/2
c.c.c.)

$(p) = ”3/4(

Burada,
C; =£=,/mha)l. =X,z (3.19)

olarak verilir. Denklem (3.15) ile uyumlu momentum uzayindaki yogunluk,

2 N P2 —pilE 22
V=N [ = e e e

x“y“z

(3.20)

¢;/m=hwo, oldugundan, denklem (3.20) deki dagilim ii¢ boyutta farkli sicakliklara

sahip olan (7, = hw, / 2k) bir Maxwell dagilim formuna sahiptir.

Uzaysal dagilim anizotropik oldugundan, momentum uzayindaki dagilim da yone
bagimhidir. Belirsizlik ilkesi geregince, dar bir uzaysal dagilim genis bir momentum
dagilimina karsilik gelir, bu durum a; genisliklerinin osilator frekanslarinin karekokii ile

orantili oldugu denklem (3.18) de verilen Fourier doniisiimiinde de goriilmektedir.

Bose-Einstein yogusma sicakliginin oldukga iizerindeki sicakliklarda gaz, klasik bir gaz
gibi davrandig1 zaman, bu yogunluk ve momentum dagilimlarina karsilik gelen klasik

dagilimlarla arasindaki farka bakilabilir. Klasik olarak yogunluk dagilimi
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exp [— V(r)/ kT ] ile orantilidir ve sonug olarak su formiille verilir;

N —x2/R? —yz/Rz, _Z?R?
nr)y=—————e Te et 3.21
YT (3:21)

Burada R; uzaysal dagilimin genislikleridir ve

UT

2
ma:

1

R’

(3.22)

Ile verilen genislikler sicakliga baghdir. Tipik deneysel kosullar altinda birden ¢ok daha

1/2

biiylik olan R,/a, oraninin, (2k7T/hw,)"" ye esit olduguna dikkat edilmelidir. Sonug

olarak yar1 klasik davranis kosullar1 saglanir ve termal bulutun yogusmus kisimdan ¢ok

daha genis oldugu sonucuna varilir, yogusmus kisim 7, sicakligmin altinda uzaysal
dagilimda keskin bir pik olarak ortaya ¢ikar. Sicaklik azaldik¢a termal dagilima gore
pikin agirligr artar. 7, ilizerinde momentum uzaymdaki yogunluk dagilimi n(p)

dengede izotropiktir, sadece sicaklik ve pargacik kiitlesi ile belirlendiginden klasik limit

ile su sekilde verilir:

n(p)=Ce ™"/ (3.23)

Burada C sabiti momentumdan bagimsizdir. Eger termal bir bulut ilk biiyiikliigiinden
cok daha fazla biiyiirse, olusan bulut hiz dagiliminin izotropisine bagl olarak kiiresel bir
simetri kazanacaktir. Bu, yogusmus maddenin biilyliyen bulutunun anizotropik seklinden
oldukca farklidir. ik yapilan deneylerde biiyiimeden sonraki anizotropi, bir

Bose-Einstein yogusmasinin olduguna dair giiclii destekleyici kanitlar saglamistir.

Atomlar arasindaki etkilesimler bir sekilde bulutlarin boyutlarini degistirmektedir.
Cekici bir etkilesim bulutun yikimina neden olurken, itici bir etkilesim parcacik sayisina
ve interatomik potansiyele bagli olarak tipik degerleri 2 ile 10 arasinda sayisal bir

carpan kadar biiylitmektedir. Bulutun daha az yogun oldugu 7. kritik sicakliginin

tizerinde etkilesimler bulut boyutlarini pek fazla etkilemez.
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3.4 Yan Klasik Dagilim
Etkilesimsiz bozonlarin yogunlugu kuantum mekaniksel olarak,

n(r) =Y fla,0) (3.24)

seklinde yazilir. Burada dalga fonksiyonu ¢,(») olan v durumu i¢in f, doluluk

sayisidir. Tuzak potansiyeli i¢in dalga fonksiyonlar1 hakkinda bilgiye ihtiya¢ s6z konusu
oldugundan boyle bir tanimlama genel olarak yetersiz kalir. Ancak parcaciklarin verilen
de Broglie dalga boylar1 tuzak potansiyelinin 6nemli 6l¢iide degisim gosterdigi uzunluk
olcegi ile karsilastirildiginda kiiclik olmasi halinde bir yari-klasik dagilim fonksiyonu

f,(r) ye dayali daha basit bir tammlama kullanmak miimkiindir. Bu soyle

tanimlanabilir; f, (r)(27h) dpdr faz uzay: hacim elaman1 dpdr igindeki pargaciklarin

ortalama sayisim1 gosterir. Bu yaklagimin fiziksel anlami sudur: yerel olarak gaz,
homojen serbest bir gaz ile ayn1 6zelliklere sahipmis gibi dikkate alinabilir. Boltzmann
istatistiginin yiiksek sicaklik limitini tartismak i¢in bu yaklasim kullanilir, fakat bu
yaklasim gazin dejenere oldugu kosullar altinda da kullanilabilir. Dengedeki dagilim

fonksiyonu soyle verilir:

1
1,0 =1, = " (3.25)
e’ —

Buradaki parcacik enerjileri r noktasindaki klasik bir serbest par¢aciginki ile aynidir.

2

£,(r) :é’—m— Vir) (3.26)

V(r), dis potansiyeldir. Bu tanim uyarilmig durumlardaki par¢aciklar i¢in kullanilabilir

ancak, kuyu potansiyelinin onemli Olgiide degistigi uzunluklar ile karsilastirilabilir
mesafelerde 6nemli degisim gosteren temel durum ig¢in uygun degildir. Ayrica,
momentum durumlart iizerinden integral alma yolu ile sistemlerin O6zelliklerini
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degerlendirmek, yogusmus durumu tam olarak hesaba katmamaktir. Fakat uyarilmig
durumlardaki parcacik oOzellikleri, yari-klasik sonuglar tarafindan 1iyi tahmin

edilmektedir. Boylece uyarilmis durumlardaki parcacik miktarini belirlemek igin,

(27h)’ ile boliinen yari-klasik dagilim fonksiyonunun p ve r iizerinden integrali alinir.
Yy p g

Yogusma i¢inde yer almayan parcaciklarin yogunlugu ele alinirsa;

dp
n.(r)=| AT A, (3.27)

x=p’/2mkT degiskenini ve
2(r) =N (3.28)

esitligiyle tanimlanan z(7) niceligini kullanarak denklem (3.27) de verilen integral
hesaplanabilir. V(r)=0 icin z istatistik mekanikteki bilinen fugasiteye indirgenir.

Sonug olarak,

1/2

2 9]
= d.
nex(r) \/;ﬂ}r '([ xZ—lez -1

(3.29)

elde edilir. Burada A, = (27#° /mkT)"? termal de Broglie dalga boyudur.

Bu tip integraller, ideal Bose gazlarinin 6zelliklerinin tanimlarinda sik¢a ortaya cikar.
Bu yiizden genel bir tanesinin nasil hesaplanacagini ayrintili olarak ele almak faydali
olacaktir. Bu tiir integraller, integrali alinacak z nin kuvvet serisine agilarak

hesaplanabilir, sonug olarak;

j de > 21: ! dxx’ e 2" (3.30)
=1'(y)g,(2) (3.31)

ifadesi elde edilir. Burada I'(y) bilinen gama fonksiyonudur ve
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g, =2~ (3.32)

seklinde tanimlanir. g, (z) fonksiyonu z=1 i¢in daha O6nce harmonik osilator

probleminin incelenmesinde (3.8) denkleminde verilen ({(y) Riemann zeta

fonksiyonuna indirgenir. Denklem (3.29) daki integral y =3/2’ye karsilik gelir.

Boylece;

n, (r) =w (3.33)
T

bulunur.

Bu ifade gecis sicakliginda ya da altinda uyarilmis seviyelerde bulunan pargaciklarin

dagilimimi verir. Sekil 3.1°de potansiyelin minimumuna esit olan bir kimyasal
potansiyel igin 1/ 4. birimlerinde uyarilmis pargaciklarin yogunlugu bir harmonik tuzak
icin gosterilmektedir. Denklem (3.32) deki seri aciliminda ilk terime karsilik gelen
klasik Boltzmann dagilimiin sonuglar1 da karsilastirmak amaciyla u degerleri igin

gosterilmistir. Yari-klasik sonuglarda, yogunlugun orijinde bir doruk noktasina sahip
oldugu not edilmelidir. Burada daha hassas bir yaklagim yapilmis olsaydi, bu sivrilik

uzunlugu AT olan bir mesafe mertebesinde diizgiinlesen bir yapiya sahip olurdu.
Harmonik bir tuzak ic¢in gecis sicakliginin iizerinde, pargaciklarin toplam sayisi ile

kimyasal potansiyel arasindaki iliski Denklem (3.27) nin integrali alinarak elde

edilebilir. Sonug olarak toplam parcacik sayisi,

N=g, (Z(O”(%j (334)

olarak elde edilir.
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riR

Sekil 3.1 Izotropik bir tuzaktaki yogusmamus parcaciklarin denklem (3.33) te
verilen siirekli dagilimi (V (r) = mewdr® /2 , R= kT /ma})"'?)

Sekildeki noktal1 ¢izgi ayni duruma karsilik gelen Gauss dagilimini gosterir.

32




4. ETKILESEN BOZON GAZLARI: YOGUSMUS DURUMUN TEORISi

Bu boliimde, Bose-Einstein yogusmasina ugramis durumun atomlar arasinda
etkilesimlerin varhigindaki yapisin1 ele alacagiz. Tartismamiz s-dalgasi sagilma
uzunlugunun pargaciklar arasindaki ortalama mesafeden ¢ok daha kiigiik oldugunda
diizensiz bozon gazinin sifir derece 6zelliklerini tarif eden Gross-Pitaevskii denklemine
dayalidir. Bu amagla ilk 6nce ortalama alan yaklasimi iginde pargaciklar arasindaki
etkilesimin de goz Oniine alinmasi halinde sifir sicaklikta Gross-Pitaevskii denkleminin
bir tiiretimini sunacagiz. Bundan sonra Bolim 4.2’de bir harmonik osilator

potansiyelinde tuzaklanmig atomik bulutlarin taban durum 6zelliklerini tartisacagiz.

4.1 Gross-Pitaevskii Denklemi

Iki pargacik arasinda diisiik enerjilerdeki etkilesim potansiyeli momentum temsilinde bir
sabittir ve bu potansiyel U, =4z#i’a/m seklinde yazilabilir burada a s-dalgasi sagilma
uzunlugudur. Koordinat uzaymda bu potansiyel U,0(r—r") seklindeki bir temas

etkilesimine karsilik gelir ki burada » ve r’ iki par¢acigin konumlaridir. Cok parcacik
durumlarini incelemek i¢in bir Hartree veya ortalama alan yaklasimi kullanirsak ve
dalga fonksiyonunun tek parcacik dalga fonksiyonlarinin simetrik bir ¢arpimi oldugunu
varsayarsak tamamen yogusmus durumda, tim bozonlar, ayn1 en diisiik enerjili tek

parcacik durumundadir (¢,(7)). Bu durumda N-pargacik sisteminin dalga fonksiyonunu

su sekilde yazabiliriz:
N
(1t = [ [ (1) @.1)
i=1
Burada tek parcacik dalga fonksiyonu ¢, () olagan sekilde normalize edilir, yani

j drlg, ()| =1 (4.2)
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Bu dalga fonksiyonu iki atom birbirine yakinken atomlar aras1 etkilesimden
kaynaklanan korelasyonlar1 icermez. Bu etkiler elimine edilmis ve sadece kisa dalga
boylu etkileri tanimlayan etkin temas potansiyeli U,0(r—r") dikkate almmustir.
Ortalama alan yaklasiminda, pargaciklar arasi ortalama mesafeden daha az olan uzunluk
Olgeklerinde etkin olan etkilesimler agik olarak dikkate alinmaz. Etkin etkilesim bu

yiizden U, ’a esittir ve sistemin etkin Hamiltoniyen operatdrii su sekilde yazilabilir:

H:i {p—’i+V(ri)}+Uoz 5(r,—r,) (4.3)

i=1 2 i<j

Burada V(r) dis potansiyeldir. Bu yaklasimlar altinda (4.3) Hamiltoniyeni ile

tanimlanan sistemin Denklem (4.1) de verilen taban durumunun enerjisi asagidaki gibi

hesaplanabilir:

(V-1
2

E=N[dl v vl f + L0 g (4.4)
2m

Hartree yaklasiminda, tim atomlar dalga fonksiyonunu ¢, olarak gosterdigimiz

durumdadirlar. Gergek bir dalga fonksiyonunda bazi atomlar kiigiik atomlar arasi

mesafelerdeki korelasyonlar nedeniyle daha tist durumlarda olacaktir ve bu nedenle ¢,

durumundaki atomlarin toplam sayis1 N’den az olacaktir. Ancak diizenli bozon gazi igin

etkilesimler sebebiyle ¢, durumundaki atomlarin sayisindaki bagil azalmanin (ki buna

etkilesimler nedeniyle yogusumun zayiflamasi denir) (na3)% mertebesinde oldugu

daha ayrmntili bir mikroskopik yaklagim ile gosterilebilir, burada » pargacik
yogunlugudur. Pargaciklar arasi mesafenin bir Ol¢iisii olarak parcacik basina diisen

ortalama hacime sahip bir kiirenin », yaricapim kullanabiliriz. Bu yarigapla yogunluk

arasindaki iliski,

1

"G “

34



denklemiyle verilir. Bu yilizden, zayiflama (a/ rs)% mertebesindedir ki bu tipik olarak

yapilan ilk deneylerde ylizde bir veya daha az bir derecedir ve bu nedenle etkilesimler

nedeniyle yogusumun zayiflamasi ¢cogu durumda ihmal edilebilir.

[k olarak homojen bir bozon gazini ele alalim. ¥ hacimli bir sistemde, temel durumda
bir parcacigin dalga fonksiyonu 1/ V" dir ve bu nedenle N bozonlarmin tiimii ayni tek
parcacik durumunda olan bir sistemin enerjisi bozon ¢iftleri yapmak i¢in olasi yollarin

sayist N(N —1)/2ile bu taban durumda bulunan bir pargacik cifti arasindaki etkilesim

enerjisinin ¢arpimidir. Bu yaklagimda enerji soyle bulunur:

_NW-D,
2V

E o = %VnZUO (4.6)

Burada n = N/V dir. Ayrica, son ifadeyi yazarken N >>1 oldugu varsayilmigstir.

Yogusmus durumun dalga fonksiyonu kavramini sunmak uygundur.
w(r)=N"¢,(r) 4.7)
Parcaciklarin yogunlugu ise su formiille verilir:

n(r) =y ()’ (4.8)

Ve 1/ N carpanlarinin sadelestirilmesiyle sistemin enerjisi asagidaki gibi yazilabilir:

E(w)=[dr f—m|v ) VO f +§Uo|w(r)|“} (4.9)

Toplam pargacik sayisinin sabit olmasi kosulu,
2
N= j drly () (4.10)
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altinda (4.9) denklemi ile verilen enerjiyi minimum yapan y/(r) varyasyonel yontemle

elde edilir. Bu islem kolay bir sekilde Lagrange carpanlar1 yontemi ile ele alinabilir.

Standart varyasyonel hesap kullanilarak, minimum enerjili durum igin,

—ﬁ—mvzw(r) VO )+ U, ) wr) = uy () (.11)

denklemi kolayca elde edilir. Burada kimyasal potansiyel u pargacik sayisinin

sabitligini temin eden Lagrange ¢arpanidir.

Bu denklem zamandan bagimsiz Gross-Pitaevskii denklemi olarak bilinir. Bu bir
Schrodinger denklemi formuna sahiptir. Burada pargaciklara etki eden toplam

potansiyel, V' (r) dis potansiyelinin ve diger bozonlarca liretilen ortalama alan1 hesaba

katan dogrusal olmayan U0|1//(r)|2ifadesinin toplamidir. Burada ki 6z deger normal

Schrodinger denklemi icin oldugu gibi parcacik basina hareket enerjisi degildir.

ukimyasal potansiyele karsilik gelir. Tamami ayni durumda bulunan etkilesmeyen

pargaciklar i¢in kimyasal potansiyel parcacik basina enerjiye esittir, fakat etkilesen

parcaciklar i¢in durum farkhidir.

4.2 Tuzaklanms Bozonlar i¢in Temel Durum

Simdi bir tuzaktaki bozonlar i¢in Gross-Pitaevskii denkleminin ¢éziimiinii ele alacagiz.
Deneysel yapilarla olan yakinligi nedeniyle, harmonik tuzaklar ele alacagiz, fakat
formalizm kolaylikla daha genel tuzaklara uygulanabilir. Ayrintili bir hesaplamaya

gecmeden dnce, ¢dziimiin nitel 6zelliklerini diisiinelim. Oncelikle basitlik agisindan,
m
Vext(r)zz(a)fxz +@’y +@lz?) (4.12)

seklinde verilen harmonik osilatér potansiyelinin izotropik oldugunu kabul edelim bu

durumda V =me; r*/2 seklinde yazabiliriz. Eger atomik bulutun uzaysal boyutu
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~R ise osilatdr potansiyelinde bir parcacigin, potansiyel enerjisi ~ma; R* /2 kinetik
enerjisi par¢acik basmna #°/2mR* dir, zira tipik bir pargacik momentumu Heisenberg’in
belirsizlik prensibinden 7/R mertebesindedir. Bu nedenle etkilesimlerin olmadigi
durumda, toplam enerji kiiciik R degerleri i¢in 1/R ° ve bityiik R icin R olarak degisir ve
kinetik ve potansiyel enerjiler esit oldugunda bir minimuma sahiptir. Bulutun ¢ap1

sinirlayici tuzak potansiyelinin karakteristik uzunlugu olarak tanimlanan

a,w:[ L J (4.13)

mao,

mertebesindedir.

Simdi etkilesimlerin bozon gazi lizerindeki etkisini ele alacagiz. Harmonik osilator
potansiyeli igin tipik bir pargacik yogunlugu n~ N /R’ tiir ve bu nedenle bir parcacigin
etkilesim enerjisi nU, ~U,N /R’ mertebesindedir. itme etkilesimleri toplam enerjiye
R ile orantil1 ilave bir katki getirir ve toplam enerjinin minimumunu daha biiyiik R
degerlerine kaydirir. Kinetik enerji katkisinin ihmal edilebilecegi gii¢lii bir sinirlayici
potansiyel limitini incelemek faydalidir. Denge biiyiikliigii dis potansiyelin ve etkilesim
enerjilerinin toplami minimize edilerek bulunur ve bu enerjiye iki katkinin ayni

mertebede oldugunda meydana gelir. Iki enerjiyi esitleyerek, denge capinin,

1/5
R~a, (ﬂ] (4.14)

aho

ile verilecegi ve parcacik basina enerjinin

E N 2/5
= ha)o[—aJ (4.15)

a,

oldugu gorilir. Na/a,, orani etkilesimin biiytikliigliniin boyutsuz bir dlgiisiidiir ve

37



bugiine kadar itme etkilesimli atomlar i¢in ger¢eklestirilmis ¢ogu deneyde birden c¢ok
daha biiyiiktiir ve R ¢ap1 da ag,, degerinden daha biiyiiktiir. Deneylerde |a| ~10nmve
a,, ~ 1um mertebesindedir. Pargacik sayis1t N, 10* ile 10° arasindayken R/a,, orani

2.5-6 arasinda degisir. Dengedeyken osilatdr ve etkilesim enerjileri R* ile orantilidir ve
bu nedenle R ile orantili olan kinetik enerji ile potansiyel enerji (veya etkilesim

enerjisi) arasindaki oran (a,, / Na)*”’ile orantilidir. Bu sonug, gergektende kinetik

enerjinin yeterince biiylik sayida pargacik igeren bulutlar i¢in ihmal edilebilecegini

gosterir.

4.3 Thomas-Fermi Yaklasimm

Yeterince biiyiik bulutlar i¢in temel durum enerjisi i¢in net bir ifade Gross-Pitaevskii
denklemindeki kinetik enerji ifadesini ihmal ederek elde edilebilir. Onceki alt boliimde
harmonik bir tuzak i¢in gordiigiimiiz sekilde atomlarin sayisi fazla iken ve etkilesimler
itici iken, kinetik-potansiyel (veya etkilesim) enerji orami kiigiiktiir. Biiyiikk sayida
atomlar1 i¢eren bulutlar i¢in yogusma dalga fonksiyonu i¢in daha iyi bir yaklasim bastan
itibaren kinetik enerjiyi ihmal ederek Gross-Pitaevskii denkleminin ¢dziilmesiyle elde

edilebilir. Bu nedenle Denklem (4.11) den su bulunur:

V) + Uy () 1w () =y (1) (4.16)

Burada u kimyasal potansiyeldir. Buradan x>V (r) igin,

n(r) =l )| =[u-vinlu, 4.17)
¢oziimii elde edilir. Bu bolgenin disinda ise y =0 dir. Dolayisiyla bulutun siniri,

V(R) = u (4.18)

bagintisiyla verilir.
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Sekil 4.1 Boyutsuz Na/a,, parametresinin bir fonksiyonu olarak izotropik harmonik
bir tuzak i¢in parcacik basina enerjinin varyasyonel yaklagimla tahmini

Noktali ¢izgi Thomas-Fermi yaklagiminin sonucudur.

Bu yaklagim fiziksel olarak bulutun herhangi bir noktasina bir parcacik eklemek i¢in

gerekli enerjinin her yerde ayni oldugu anlamina gelir. Bu enerji dis potansiyelin V(r)
ve etkilesimlerin katkisinin, n(r)U,, toplami ile verilir ki etkilesimlerin katkis1 n(r)

yerel yogunluguna esit bir yogunluga sahip homojen bir gazin kimyasal potansiyelidir.
Bu yaklasim atom fiziginde kullanilan Thomas-Fermi yaklasimini andirdigindan

genelde ayni1 isimle anilir.

Thomas-Fermi yaklasiminda bulutun ii¢ yonde yayildig:1 bolgenin genislikleri (4.18)

denkleminden
2u .
R’ = 5 i=Xx,),z (4.19)
mo

seklinde elde edilir. Kimyasal potansiyel belirlendikten sonra R, uzunluklari tuzak
parametrelerinden hesaplanabilir. Denklem (4.10) 1ile verilen 1  {izerindeki

normalizasyon sarti, kimyasal potansiyel u ile toplam parcacik sayis1t N arasinda bir
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bagint1 verir. Denklem (4.12) ile verilen bir potansiyele sahip bir harmonik tuzak i¢in,

87( 2u 3/2 P
N=—|—"=1| — (4.20)
15\ mw U,

1/2

bulunur. Bu ifade her uzaysal koordinatin (2u/ma;)"? ile 6lgeklendirilmesi ve daha

sonra birim kiirenin i¢ kisminin integralinin alinmasi ile goriilebilir. Denklem (4.20)

u icin ¢oziilerek uile i arasinda asagidaki iliskiyi elde ederiz:

2/5 2/5
u=152 (%) ho (4.21)

Burada @ harmonik osilatdor potansiyelinin her bir dogrultudaki karakteristik
uzunluklarmin geometrik ortalamasidir. R =(R R R.)"* niceligi ise bulutun her bir

uzaysal dogrultudaki yayilmalarinin geometrik ortalamasidir ve bulutun uzaysal

yayilmasinin uygun bir 6l¢iistidiir. Denklem (4.19) ve denklem (4.21) birlestirilerek;

1/5 1/5
E:IS”S[&j 5“719(&) a (4.22)
a

]|

elde ederiz ki bu R 'nin bir sekilde tipik deneysel kosullar altinda @ dan daha biiyiik
oldugunu gosterir. Sekil 4.2°’de 6nceki boliimde tarif edilen varyasyonel hesaplamadan

ve Thomas-Fermi yaklagimindan elde edilen dalga fonksiyonlar1 karsilastirilmistir.

Denklem (4.21) e gére uoN>” ve u=0E/ON oldugundan parcacik basina enerji

sudur:

E 5
2 _2, 4.23
N7 (4.23)

Bulutun merkezi yogunlugu Thomas-Fermi yaklasimi ig¢inde n(0)= x/Udir. Toplam
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enerjinin potansiyel ve etkilesim enerjileri arasinda nasil dagitildigini gérmek igin
(4.17) denklemi ile verilen Thomas-Fermi ¢6ziimiinii (4.9) denklemine ekleyip kinetik
enerji terimini thmal ederek en son iki ifadeyi goz Oniine aliriz. V' (r) potansiyelinin ve
Thomas-Fermi ¢oziimiiniin her ikisinin de kiiresel olarak simetrik olmasini saglayacak
sekilde uzaysal koordinatlarinin boyutlandirilmasi ile ¢oziim en kolay sekilde elde

edilir. Etkilesim enerjisi E,, ve potansiyel enerji £, arasindaki oran asagidaki gibi
olur:
1
j drr*(1-12) /2
_ 0

?m S0 _z (4.24)
pot I drr*(1-r?)
0

Bu sonug virial teoreminin bir ifadesidir. Thomas-Fermi yaklagiminda etkilesim enerjisi

toplam enerjinin 2/5 katina esittir. Parcacik basina toplam enerji 5u/7 oldugundan

parcacik basina etkilesim enerjisi ile kimyasal potansiyel arasinda E, /N =2u/7

nt
bagintisinin bulundugu sonucu elde edilir. Thomas-Fermi yaklasimi Na/a orani birden
cok biiyilk oldugunda atomik bozon bulutlarinin genel 6zelliklerini iyi bir sekilde
aciklar. Ancak fizigin ilgilendigi bir ¢ok 6nemli problemde, kinetik enerji de hayati bir

rol oynar.

0.5 T T

Gaussian

v 93[ Thomas-Fermi
0.2 i

0.1 8

rlpa,

Sekil 4.2 Izotropik harmonik osilatér potansiyeli icin Gaussian
varyasyonel yaklasimi (tam ¢izgi) ve Thomas-Fermi yaklasimi
(noktali ¢izgi) kullanilarak bulunan temel durum dalga
fonksiyonlari

Dalga fonksiyonlar1 N/ 2/(,&1,,0)3/ Zve f8 :(Na/aho)” 3 birimlerinde

verilmistir.
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5. TUZAKLANMIS BOZON-FERMIYON KARISIMLARI

Tuzaklanmis, seyrek alkali metal gazlarinda Bose-Einstein yogusmasinin saglanmasi
asir1 soguk, dejenere kuantum gazlari alaninda kuantum teorisinin temel kavramlarinin
daha iyi anlasilmasin amaglayan ve hizla biiyiiyen bir faaliyeti canlandirdi. Ozellikle
son zamanlardaki deneysel ilerlemeler ultra soguk, tuzaklanmis Fermi gazlarinda bir

BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) gecisinin gerceklestirilmesi olasiliginin 6niinii agti.

Manyetik olarak tuzaklanmis fermiyonlar spinleri manyetik alan dogrultusunda
kutuplanmis oldugu ve bdylece s-dalga sacilmasi Pauli disarlama prensibince
engellendigi icin ¢ok zayif bir etkilesimde bulunurlar. Bu durumda fermiyonlarin
kuantum dejenerasyonu seviyesine kadar sogutulmasi bunlarin ultra soguk bozonlar ile
karistirtlmasi ile elde edilebilir. Sogutma siirecinden sonra, sistemin son hali bir
kuantum dejenere Bose-Fermi karisimidir. Kisa bir siire 6nce boyle sistemler deneysel
olarak gergeklestirilmistir (Truscott et al. 2001, Schreck et al. 2001, Hadzibabic et al.
2002, Roati et al. 2002).

Teorik acidan, homojen bozon-fermiyon karisimlari sinirli geometrilerde galisiimistir.
Bu caligmalarda, kararlilik ve faz ayrimi1 problemi (Viverit et al. 2000), bozon-fermiyon
etkilesimlerinin dinamik {izerindeki etkisi Yip (2001), (Pu et al 2002) ve
bozon-fermiyon etkilesimlerine bagli olarak fermiyonlarda gozlenen BCS gegisi
(Bijlsma et al. 2000, Heiselberg et al. 2000, Viverit 2002) ele alinmistir. Ayn1 zamanda
homojen sistemler i¢in ortalama alan yaklasimi 6tesinde temel seviye enerjisine gelen

birinci mertebe diizeltme belirlenmistir (Albus ef al. 2002).
Bu bolimde Yogunluk-Fonksiyonelleri Teorisinin (DFT) nasil uygulanacagi

tuzaklanmis bozon-fermiyon karigimlarina nasil uygulanabilecegi ele alinarak sistemin

taban durumunun belirlenmesine yonelik uygun bir denklemler takimu tiiretilecektir.
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5.1 Bozon-Fermiyon Karisimlar Icin DFT

Iki cisim etkilesimine sahip etkilesen bozonlarin ve spin kutuplanmis fermiyonlarin
seyrek, homojen olmayan sistemini s-dalgasi sa¢ilma uzunlugu yaklagimini kullanarak
incelemeye baglayalim. Bu yaklasim cerc¢evesinde bozon-bozon ve bozon-fermiyon

etkilesimlerini tanimlayan parcaciklar arasi potansiyeller sirasiyla;

Uy (r=r) = g58(r=r") (5.1)

Ugp (|”_V’|) = gpO(r—r') (5.2)

ile verilebilir. Fermiyon-fermiyon etkilesimleri ise yukarida da tartisildigr gibi Pauli

disarlama ilkesi sebebiyle ¢ok zayiftir ve ihmal edilebilir yani;

Upe(fr=r1])=0 (5.3)

Bozon-bozon etkilesim parametresi g,, = 47h’a,, /m,dir. Burada a,, bozon-bozon
s-dalgas1 sacilma uzunlugu ve m, bozon kiitlesidir. Bozon-fermiyon etkilesim
parametresi ise g, =27h’a,, /m, seklindedir. Burada a,, bozon-fermiyon s-dalgast

sacilma uzunlugudur ve m, fermiyon kiitlesi olmak tlizere m, =m,m, /(m,+m,)

indirgenmis kiitledir. Boyle bir sistemin toplam Hamiltoniyen operatorti:

ﬁ=f3+fF+VB+VF+WBB+WBF, (5.4)
seklinde yazilabilir; buradaki T Ve T - bozon ve fermiyon kinetik enerjilerini, I}B ve VF
bozon ve fermiyon tuzaklama potansiyellerini ve W,, ve W, ise etkilesim enerjilerini

veren operatorlerdir. @(r) ve ¥(r) sirastyla bozon ve fermiyon alan operatorleri

olmak tizere;
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272
T, =—[drd’(r) hz:: D(r) Vy=[drd (r)v,d(r),
T, = _j drd’(r) ) = j dr?’ (r )V, ¥ (r),
F
-~ ] I 2 ' - 'R
Wp =2 [ [drdr’ @ () (1)U )7, (53)

Wye = [ [drdr' @' (r )" (' U, (' )OD(7)
ifadeleri ile verilir.

Sistemin temel seviyesi |g> olsun bu durumda E;, =< g‘ﬁ ‘ g > temel seviye enerjisini,

ng(r)=< g‘@T(r)@(r)‘ g > bozon yogunlugunu ve n,(r) =< g‘&f’ T(r)Hf’(r)‘ g > fermiyon

yogunlugunu verir. Hohenberg-Kohn teoremi, etkilesim potansiyelleri diisliniildiigiinde
taban durumu enerjisinin sadece yogunluklara bagli oldugunu garanti eder

(Hohenberg and Kohn 1964). Yani E,=E,[n,,n.] bir fonksiyoneldir.

Hohenberg-Kohn teoremi baslangicta fermi sistemleri i¢in ispatlanmisti, fakat bozon

sistemlerine ve bozon-fermiyon karisimlarina genellestirilmesi de miimkiindiir.

5E0[nB’nF] _ . 5E0[”B’nF] _

ony(r) 1T s (r) (5-6)

Ifadeleri ile verilen duraganlik sartlar1 altinda toplam enerjinin minimum olmasindan
yararlanilarak yogunluk dagilimlar1 belirlenir. Burada g, ve u, sirasiyla bozon ve
fermiyon kimyasal potansiyelleridir. Genel olarak E, [n 51 F] fonksiyonelinin tam agik

ifadesi bilinmemektedir fakat Kohn-Sham yaklasimi takip edilerek net yaklagimlar
bulunabilir (Kohn and Sham 1965). Amag¢ aymi yogunluk dagilimlarina sahip

etkilesmeyen bir referans sistemi ile buna karsilik gelen etkilesen sistemi eslemektir:
ng (ry=ng(r) ; nZ(r)=n.(r) bu tir bir eslestirmenin uygulanabilirligi

Hohenberg-Kohn teoreminden gelir. Bu ¢ercevede taban durum enerji fonksiyoneli;
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E, =T} [ny,n, |+ T;gf[nB,nF]+jdrVBnB +jdrVFnF
(5.7)
+g—§BJ-drn§+gBFJ-dranF+EXC[nB,nF],

seklinde ifade edilebilir.

Burada ilk iki terim referans sisteminin kinetik enerjileridir ve sonraki iki terim
tuzaklama enerjileridir. Besinci ve altinci terimler etkilesim enerjisinin ortalama alan
yaklasimini veren kismidir. Son terim exchange-correlation (degisim-korelasyon) (XC)
enerjisi olarak adlandirilir ve ortalama alanin Gtesindeki etkilesim enerjisine tiim

katkilar1 igerir. Eger E_tamamen ihmal edilirse tuzaklanmis bozon-fermiyon

karigimlari i¢in ortalama alan teorisinin denklemleri elde edilebilir.

Simdi temel seviye enerjisini ve ortalama alanin Otesindeki bozon ve fermiyon
yogunluk profillerini belirlemek i¢cin Kohn-Sham yaklagimini kullanacagiz. Kohn-Sham

formalizmi igin referans sisteminde kinetik enerjileri veren bozonlar igin 7,9 [n,,n, | ve

fermiyonlar i¢in 7 [n,,n,. ]| enerji fonksiyonelleri asagidaki gibi tanimlanmustir:

- NS
Tz;re'/[nBanF]:_NBjd3r¢ (r) > P(r),
mg
ref < 3 * hzvz
T [nB,nF]:—; [d*ry(r) T v, (r), (5.8)

burada N, ve N, bozonlarin ve fermiyonlarin toplam sayilaridir ve ¢(r)ve w.(r)
sembolleri etkilesmeyen referans sisteminin bozon ve fermiyon fonksiyonel
orbitallerinin ¢[n3,n F](r) ve v, [n 5o F](r) kisa gosterimidir. Denklem (5.8) in denklem
(5.7) de yerine yazilmast ve denklem (5.6) daki fonksiyonel tiirevlerin
gerceklestirilmesiyle tek parcacik enerji durumlart icin baglasimli, etkin Schrodinger

denklemleri takimi elde ederiz ki bunlar bir bozon-fermiyon sistemi igin istenen

Kohn-Sham denklemleridir.
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2y72 2 2
v +VB+4ﬂh Agp nB+2ﬂﬁ Ay nF+éEx" b=,
| 2my, mg my, on, (5.9)
[ v 2ih’a,,  OE. '
- +Vp + N+ Vi=¢&Y;.

2m, m ony

Bu denklemlerde yer alan bozon ve fermiyon yogunluklari ng(r)=N B|¢(r)|2 ve
Ny 5

nF(r)=z |l//[(7”)| seklindedir. Burada n,(r) deki toplam en diisiik (&) enerjilere
i=1

sahip N, tek pargacik durumlar iizerindendir. Simdi E_ enerjisi i¢in n,(r)ve n.(r)

yogunluklarindaki homojen bir sistemin E*"(n,(r ),n,(r)) XC enerjisi lizerinden bir

c

integrali kullanarak yerel yogunluk yaklasimina (LDA) gegecegiz.

E [ng.ne)= [drEL" (ny.np). (5.10)

xc

Bu tanimlamayla, fonksiyonel tiirevler normal kismi tiirevlere doniisiir, yani

XC Xc

ony ony © Sn,.  on,

§E aEhnm hom
_OE” . G, OB G.11)

Burada homojen sistemin XC enerjisi yogunlugu E'” icin bozon-fermiyon sagilma
uzunlugu a,, nin ikinci mertebesine kadar olan bir ifade Albus ef al. (2002) tarafindan

tiiretilmistir.

2h’a;,

mp

Ehom(nB’nF):

xc

f(6)kpn.ny. (5.12)

Burada, k, =(67°n,)"? fermi momentumuna Kkarsilik gelen dalga sayis1 ve
0=(my—m.)/(my+m;) olmak iizere f(J) sadece bozon ve fermiyon kiitlelerine

bagli olan boyutsuz bir fonksiyondur:
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2 —
346, 3(1+6)°'(1-8) 149

S =1-
/) 45 85° 1-6

(5.13)

Simdi kiiresel simetrik bir sistem i¢in (5.9) denkleminde verilen Kohn-Sham denklem
takimin1  bu tammladigimiz  E'”  enerjisi ile birlikte ele alacagiz. Burada
Ve(r)=(muawyr*)/2 , Vo(r)=(m;r*)/2 smastyla bozonlar ve fermiyonlar igin

tuzaklama potansiyelleridir. Kiiresel simetri nedeniyle,

ulr u r
¢(r)=%¥w ()= f Jy, (5.14)
yazabiliriz.

Burada Y, (@, ®) kiiresel harmoniklerdir ve bu durumda (5.9) Kohn-Sham denklemleri

asagidaki sekli alir:
2
2my dr 2 mg my
2a;,. (0
+ 20l ok, (r)}u(r) = ()

R

(5.15)

Wpr~ +

2
1 d2+l(l+lz)+ﬂ 2 2 ZmBFnB(r)
2m, dr® 2m.r 2 mg

, 843./(9)
3

ny(r)k;(r) }"nz (r)=¢&,u,([),
R
burada u(r) radyal fonksiyonlar: normalizedir. ([dru®(r)=1, [dru’(r)=1) ve
n radyal fonksiyonlarin diiglim sayilarini gosterir. Normalize edilmis yogunluk

dagihmlan 7i,(r)=4m’n,(r) ve 7,.(r)=4m’n.(r) radyal fonksiyonlar cinsinden

sOyle yazilabilir;
fy(r)=Nyu'(r), (5.16)
Ap(r)y= D (20 + Dy, (r). (5.17)

EnSHp
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Denklem (5.15) te verilen Kohn-Sham denklemleri ile yukaridaki (5.16) ve (5.17)
denklemleri kapali, lineer olmayan, baglasimli bir diferansiyel denklem takimi
olusturur. Bu Kohn-Sham denklemlerinin bozon ve fermiyonlarin yogunluk dagilimlar
icin sayisal ¢oziimlerinin nasil yapilacagini ele alalim. Burada, Albus et al. (2003)

tarafindan onerilen ¢6ziim yontemi kiiciik baz1 degisikliklerle kullanilacaktir.

Bu diferansiyel denklemler takiminin ¢O6ziimi iteratif bir yaklagimla 6zuyumlu
(self consistent) olarak elde edilecektir. Baslangi¢ icin bozon-fermiyon baglagsmasi
icermeyen Thomas-Fermi c¢oziimiinden bulunan yogunluk dagilimlar1 kullanilarak
ng(r) ve n,(r) igin iyt bir ilk tahmin olusturulur. Bu ilk tahminler sonra denklem
(5.15) teki bozon ve fermiyon yogunluklari olarak kullanilir ve bu durumda (5.15)

denklemleri lineer 6zdeger denklemlerine indirgenir. Bu denklemler ¢oziilerek u(r) ve
u,,(r) radyal fonksiyonlar1 elde edilir. Ozdeger denkleminin ¢dziimiinde diferansiyel

denklemin ¢6zlimii i¢in iyi bilinen Numerov yontemi Thijssen (1999) kullanilirken,

O0zdegerin belirlenmesi i¢in basit sekant (kirig) algoritmasi kullamilmustir. u(r) ve
u,,(r) radyal fonksiyonlar: bilindiginde &, enerjileri en diisiikk olan yeterince u ,(r)

radyal fonksiyonu kullanilarak (5.16) ve (5.17) denklemlerinden yeni bozon ve

fermiyon yogunluk dagilim fonksiyonlar1 belirlenir.

Elde edilen bu sonu¢ yogunluk dagilimlar1 baslangigtaki dagilimlarla karsilastirilir. Eger
bunlar yaklasik olarak ayni ise kendi i¢inde tutarl bir ¢oziime ulagilmis demektir ve
islem sona erer. Eger degilse baslangigtaki ve sonuctaki yogunluklarin bir disbiikey

ilk sonug

kombinasyonu kullanilarak — ny77 (r)= (1= X )ny, ., +xn,/ seklinde yeni bozon ve

fermiyon yogunluklar1 tanimlanir, burada x sayist 0 ile 1 arasinda yakinsama
saglanacak sekilde segilir. Istenen seviyede bir tutarlilik saglanana kadar bu islemler

tekrarlanir.

Eger fermiyonlarin sayist N, biiyiikse bu islem son derece zaman alicidir ve dahil
edilebilecek olan ¢, durumlarinin sayist sinirlanmalidir. Bu sebeple N, >1000

oldugunda fermiyon kinetik enerjisi i¢cin Thomas-Fermi yaklasimi kullanilir ve bu
yaklasimdan elde edilen sonug tek pargacik seviyelerinin gz Oniine alinmasi ile elde

edilen sonucla son derece uyumludur.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu bolimde, bozon-fermiyon karigimlari igin besinci bdliimde verilen baglasimli
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinden elde edilen sonuglar sunulacaktir. Diferansiyel
denklemlerin sayisal olarak ¢oziilmesi asamasinda karsilagilan Schrédinger denklemi
benzeri 6zdeger denkleminin ¢oziimiinde Numerov yontemi kullanilmigtir. Uygulamada
radyal dogrultu 500 esit pargaya boliinerek uygun bir 6rgii olusturulmustur. Radyal
dogrultuda harmonik osilator karakteristik uzunlugunun 20 katina kadar olan bolge goz
Online almmistir. Bozon taban durumuna karsilik 6zdeger denkleminin ¢ozimii
sirasinda O0zdegerin belirlenmesi i¢in iyi bilinen kiris yontemi kullanilmigtir. Ayni
yontem fermiyon dagilimina karsilik gelen kimyasal potansiyelin belirlenmesi i¢in de

kullanilmustir.

—— NF=10000
—— NF=9000
NF=8000
NF=7000
—— NF=6000
—— NF=5000
—— NF=4000
—— NF=3000
NF=2000
NF=1000

0 2 4 6 8 10

—— NF=10000
140 -
—— NF=9000
120 4 NF=8000
NF=7000
100 —— NF=6000
—— NF=5000
80
—— NF=4000
60 4 —— NF=3000
NF=2000
40 1 —— NF=1000
20
0 ,
0 2 4 6 8 10

Sekil 6.1 77, =1 ve 77, =1 olmak iizere tuzak igerisinde 10000 bozon varken

degisik fermiyon sayilari igin bulunan fermiyon (iist) ve bozon (alt)
dagilimlari
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Tiim denklemler bozonlar i¢in harmonik tuzagin karakteristik uzunlugu ve karakteristik
enerjisi cinsinden ifade edilmistir. Bu sartlar altinda bozon ve fermiyonlarin uzaysal

dagilimlar1 tuzak igerisinde bulunan bozon ve fermiyon sayilarinin yanisira fermiyon ve

bozon Kkiitlelerinin oram1 7, =—X ve bozon-bozon etkilesim parametresi ile

mg

bozon-fermiyon etkilesim parametresinin oranina 77, = Dor baghdir.

aBB
Sekil 6.1°de 17, =1 ve 7, =1 olmak {izere tuzak igerisinde 10000 bozon varken degisik
fermiyon sayilart i¢in bulunan fermiyon (iist) ve bozon (alt) dagilimlart verilmektedir.
Goriildiigii gibi 7, ve 7, sabitken fermiyon sayisiin artisi sadece fermiyon
dagilimmin genligini artirmaktadir. Hem fermiyon dagilimimin sekli hem de bozon

dagilimi fermiyonlarin sayisindaki artistan ¢ok fazla etkilenmemektedir.

—0.1
—0.2
0.5
1.0
—20
—5.0
—10.0

30

25 4

20 A

—0.1
—0.2
120 05
1.0
100 A —20
—50
—10.0

140

80 -

60 -

40 -

20

Sekil 6.2 Tuzak igerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken, kiitleler orani
77, =0.2 igin gesitli 77, degerlerine karsilik gelen bozon ve fermiyon

dagilimlari
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Sekil 6.2°de tuzak igerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken ve kiitleler orant
n, =0.2 iken g¢esitli 77, degerlerine karsilik gelen bozon ve fermiyon dagilimlari
verilmistir. Sekilden de gorildiigli gibi 7, azaldikca yani bozon-fermiyon
etkilesimlerinin siddeti a,, azaldikga fermiyonlar tuzak merkezine dogru

toplanmaktadir. Ote yandan bu etkilesim parametresinin artmasiyla tuzak merkezinden

itilen fermiyonlar diizgiin bir uzaysal dagilima sahip olmaktadir.

Sekil 6.3’te bozon ve fermiyon kiitlelerinin birbirine esit olmasi yani 77, =1.0 durumu

icin Sekil 6.2°deki ile benzer sonuglar verilmektedir. Burada etkilesim parametresi orani

n, min kiigiik degerlerinde fermiyonlar tuzak merkezine dogru toplanmiglardir.

0.1

—02

0.1
02
05
1.0
20
5.0
10.0

Sekil 6.3 Tuzak igerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken, kiitleler orani
n,, =1.0 igin ¢gesitli 7, degerlerine karsilik gelen bozon ve fermiyon
dagilimlar1
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n, artarken fermiyonlarin tuzak merkezinden disar1 dogru itildigi dolayisiyla
merkezdeki fermiyon yogunlugunda bir ¢okme meydana gelirken disarida fermiyon
yogunlugunun hafifce arttig1 goriilmektedir. Ancak 7,=5.0 ve 7,=10.0 degerleri igin

merkezdeki fermiyon yogunlugunun tamamen sifira gittigi ve dis bolgedeki fermiyon

yogunlugunun belirli bir aralifa sinirlandig1 goriilmektedir.

Benzer sonuglar Sekil 6.4’te fermiyon kiitlesinin bozon kiitlesinin 5 kat1 olmas1 yani
n,=5.0 1i¢in verilmistir. Bu durumda gozlenen dagilimlarda Sekil 6.3’tekine
benzemektedir ancak bu durumda bozonlar ve fermiyonlar arasindaki faz ayrigsmasi yani

merkezi sadece bozonlardan olusan bir bulutun etrafinin ¢ogunlukla fermiyonlardan

olusan bir katmanla sarilmasi ¢ok daha belirgindir.

40

0.1
—02
35 1 05
1.0
2.0
5.0

25 T —10.0

30

20
15
10

160

0.1
02
05
1.0
20
5.0
10.0

Sekil 6.4 Tuzak igerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken, kiitleler orani
1, =5.0 igin gesitli 77, degerlerine karsilik gelen bozon ve fermiyon

dagilimlari
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